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PREFACIO 


Los  dos  volúmenes  de  este  Curso  de  Métodos  de  la  Física  Matemática  cubren 
los  contenidos  del  curso  homónimo  destinado  a estudiantes  de  las  Licenciaturas  en 
Física  de  la  Facultad  de  Ciencias  Exactas  y en  Ciencias  Astronómicas  de  la  Facultad 
de  Ciencias  Astronómicas  y Geofísicas  de  la  Universidad  Nacional  de  La  Plata.  Se 
trata  de  una  asignatura  cuatrimestral  optativa  a la  que  esos  estudiantes  pueden  tener 
acceso  a partir  del  segundo  cuatrimestre  del  tercer  año  de  esas  carreras,  una  vez  que 
hayan  tomado  cursos  de  Algebra  Lineal  y de  Ecuaciones  Diferenciales  (además  de 
los  básicos,  variable  compleja  incluida). 

Este  texto  está  basado  en  las  Notas  del  Curso  de  Métodos  de  la  Física  Ma- 
temática, resultado  de  varios  años  de  dictado  de  esa  asignatura  durante  los  cuales 
se  han  ido  adecuando  los  contenidos  y el  nivel  de  la  exposición  a las  posibilidades 
que  ofrece  una  asignatura  cuatrimestral  de  estas  características  y en  esa  etapa  de  las 
mencionadas  carreras.  De  ese  modo,  esas  Notas  fueron  redactadas  con  el  objeto  de 
introducir  al  estudiante  en  el  manejo  de  conceptos  y métodos  que  hoy  resultan  bási- 
cos en  la  Física  Matemática  y sus  aplicaciones  a la  Mecánica  Cuántica,  las  Teorías 
de  las  Interacciones  Fundamentales  y la  Materia  Condensada. 

Las  temáticas  que  cubre  este  curso  suelen  ser  expuestas  en  la  numerosa  biblio- 
grafía disponible  (en  general,  en  idioma  inglés)  de  una  manera  excesivamente  abs- 
tracta o extensa  para  las  necesidades  y objetivos  del  mismo.  Por  el  contrario,  estos 
dos  volúmenes  han  sido  escritos  buscando  introducir  los  conceptos  de  forma  clara  y 
natural,  con  mi  lenguaje  adecuado  al  nivel  de  carreras  de  grado,  procurando  facilitar 
la  presentación  y afianzamiento  de  los  conocimientos  mediante  una  ejemplificación 
convenientemente  seleccionada.  Así,  se  ha  buscado  mantener  el  rigor  matemático  en 
la  presentación  pero  procurando  el  desarrollo  de  la  necesaria  intuición  sobre  cada 
tema. 

En  ese  sentido,  se  han  evitado  las  complicaciones  de  una  exposición  excesivamen- 
te formal  o abstracta  y,  sin  perder  de  vista  la  necesaria  generalidad,  se  ha  buscado 
poner  el  acento  en  aquellas  situaciones  concretas  que  reflejan  los  conceptos  de  ma- 
nera más  transparente  y donde  el  cálculo  directo  puede  resultar  más  instructivo. 


5 


6 


PREFACIO 


Así  es  como,  en  el  primer  volumen,  las  propiedades  de  los  espacios  de  Hilbert 
son  presentadas  sin  recurrir  a la  teoría  de  la  medida  (lo  que  excedería  las  posibili- 
dades del  curso),  sino  mediante  una  introducción  intuitiva  del  concepto  de  integral 
de  Lebesgue  que,  no  obstante,  resulta  suficiente  para  los  propósitos  del  curso.  Las 
propiedades  espectrales  de  los  operadores  compactos  son  derivadas  y empleadas  pa- 
ra desarrollar  los  métodos  de  resolución  de  ecuaciones  integrales  y para  estudiar  las 
propiedades  del  operador  resolvente.  También  es  analizado  el  problema  de  la  de- 
terminación de  las  extensiones  autoadjuntas  de  operadores  simétricos  no  acotados, 
tomando  como  ejemplo  operadores  de  uso  habitual  en  cursos  de  Mecánica  Cuántica. 
La  transformación  de  Fourier  es  estudiada  en  el  espacio  de  Schawrtz,  para  luego  ser 
extendida  al  espacio  de  funciones  de  cuadrado  integrable  con  los  métodos  propios  del 
espacio  de  Hilbert.  Por  último,  se  incluye  una  introducción  a la  Teoría  de  Distribu- 
ciones en  la  que  se  presenta  (con  un  buen  número  de  ejemplos)  desde  las  definiciones 
básicas  de  convergencia,  derivada,  primitiva  y transformación  de  Fourier,  hasta  la 
convolución  de  distribuciones,  con  aplicación  a la  resolución  de  ecuaciones  diferen- 
ciales en  derivadas  parciales  empleando  sus  soluciones  fundamentales  o funciones  de 
Green. 

El  segundo  volumen  está  dedicado  a una  introducción  a la  Teoría  de  Grupos, 
herramienta  esencial  de  las  modernas  teorías  de  la  Física.  Así  es  como,  después  de 
la  presentación  de  los  elementos  generales  de  la  teoría,  se  consideran  las  propiedades 
de  los  grupos  de  orden  finito  y sus  representaciones,  de  aplicación,  por  ejemplo,  a la 
Física  Molecular  y del  Sólido,  y el  caso  de  los  grupos  continuos,  de  relevancia  para 
la  Mecánica  Cuántica  y la  Física  de  las  Interacciones  Fundamentales. 

El  interés  en  el  estudio  de  las  representaciones  matriciales  de  los  grupos  de  si- 
metrías es  motivado  considerando  la  ecuación  de  Schródinger  en  un  potencial  central, 
para  luego  referirse  más  generalmente  a los  grupos  de  simetrías  de  sistemas  cuánti- 
cos. En  la  presentación  de  los  grupos  de  Lie  sólo  se  propone  una  descripción  intuitiva 
de  las  variedades  diferenciables  y sus  grupos  de  homotopía.  Las  propiedades  de  las 
álgebras  de  Lie  son  derivadas  preferentemente  a partir  de  sus  representaciones  matri- 
ciales, lo  que  resulta  más  accesible  que  presentaciones  más  abstractas.  En  particular, 
el  estudio  de  los  grupos  SU (2)  y 50(3)  y de  sus  representaciones  irreducibles  se  ex- 
pone con  mayor  extensión,  procurando  generar  a partir  de  ellos  las  ideas  básicas 
que  faciliten  la  introducción  de  grupos  más  complicados  y de  sus  propiedades  en  los 
cursos  posteriores  de  Partículas  y Campos  que  lo  requieran. 

La  clasificación  de  Cartan  de  las  álgebras  simples  y sus  representaciones,  descritas 
mediante  raíces,  pesos  y el  grupo  de  Weyl,  son  presentados  de  manera  muy  resumida 
y más  bien  a título  informativo,  dado  el  limitado  tiempo  disponible. 
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Por  último,  como  ejemplo  de  grupo  de  Lie  no  compacto  y por  su  relevancia  para 
la  formulación  de  teorías  relativistas,  es  analizado  el  grupo  de  Lorentz  y sus  repre- 
sentaciones irreducibles,  lo  que  permite  su  aplicación  en  cursos  de  Teoría  Cuántica 
de  Campos  o Gravitación. 

Ambos  volúmenes  finalizan  con  un  listado  de  ejercicios  propuestos,  con  los  que 
se  busca  afianzar  y complementar  la  exposición  previa  de  cada  tema. 

Cabe  consignar  que,  si  bien  los  contenidos  descritos  justificarían  el  dictado  de 
dos  cursos  separados  (uno  de  Análisis  Funcional  y otro  de  Teoría  de  Grupos),  el 
enfoque  que  se  ha  dado  a este  texto  ha  permitido  que  los  estudiantes  a los  que 
está  dirigido  accedieran  en  un  cuatrimestre  a conocimientos  que  resultan  esenciales 
para  la  Física  moderna,  satisfaciendo  necesidades  concretas  de  algunas  orientaciones 
de  las  Licenciaturas  en  Física  y en  Ciencias  Astronómicas. 

Por  otra  parte,  señalemos  que  estos  volúmenes  no  pretenden  sustituir  a los  libros 
que  son  referencias  usuales  en  estas  áreas,  de  los  cuales  sólo  unos  pocos  han  sido 
listados  en  la  Bibliografía,  sino  más  bien  constituir  una  introducción  para  aquellos 
que  requieran  un  conocimiento  más  amplio  y formal  de  los  temas  aquí  tratados. 

Finalmente,  digamos  que  nuestro  enfoque  está  basado  principalmente  en  la  bi- 
bliografía señalada  al  final  de  cada  capítulo. 


La  Plata,  diciembre  de  2014. 


Horacio  A.  Falomir 
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Capítulo  1 


ESPACIOS  EUCLÍDEOS 

1.1.  Espacios  euclídeos 

Un  espacio  lineal  E (sobre  el  cuerpo  de  los  complejos  o los  reales)  se  dice 
euclídeo1  si  tiene  definida  una  regla  que  a todo  par  de  vectores  de  E le  asigna 
un  número  complejo  (real  en  el  segundo  caso),  llamado  producto  escalar,  que  sa- 
tisface los  siguientes  axiomas:  Vx,y,z  € E y Va,/9  e C (o  R),  el  producto  escalar 
es 

■ lineal  respecto  del  segundo  argumento, 

(2,  o x + 0 y)  = a(z,  x)  + ¡3(z,  y),  (1.1.1) 

■ Hermítico2  (simétrico  en  un  espacio  real), 

(y,x)  = (x,y)*  (1.1.2) 

(donde  A*  indica  el  complejo  conjugado  de  A), 

■ positivo  definido, 

(x,x)  > 0,  y (x,  x)  = 0 x = 0 , (1.1.3) 

donde  0 € E es  el  vector  nulo  de  ese  espacio. 

Nótese  que  los  primeros  dos  axiomas  implican  que  el  producto  escalar  en  un 
espacio  complejo  es  antilineal  respecto  de  su  primer  argumento  (sesquilineal), 

(ax-\-(3y,z)  = (z,ax  + /3y)*  = a*(x,  z)  + /3*(y,  z) , (1.1.4) 

mientras  que  en  un  espacio  real  es  bilineal. 

Toda  forma  cuadrática  definida  sobre  un  espacio  vectorial  E,  que  sea  lineal, 
Hermítica  y positiva  definida  puede  ser  tomada  como  producto  escalar,  para  así  darle 
a E la  estructura  de  un  espacio  euclídeo. 


1Euclídes  de  Alejandría  (325  - 265  a.c.). 

2Charles  Hermite  (1822  - 1901). 
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Ejemplo  1.1.  Para  x,  y E M",  se  define 

71 

(x,y)  :=  » (1.1.5) 

1=1 

y para  x,  y E C", 

n 

(x,  y)  ■=  ^2  x*í Vi  • (1.1.6) 

¿=1 

En  ambos  casos  se  verifican  los  anteriores  axiomas. 

Ejemplo  1.2.  Se  denomina  C(a,  b ) al  conjunto  de  las  funciones  continuas  x(t) 
definidas  en  el  intervalo  cerrado  —oo<a<t<b<oo.  Este  conjunto  se  estructura 
como  un  espacio  vectorial  respecto  de  las  operaciones  usuales  de  suma  de  funciones 
y de  producto  de  funciones  por  números,  cuyo  elemento  neutro  0(f)  es  la  función 
idénticamente  nula.  Puede  definirse  en  C(a,b)  el  siguiente  producto  escalar:  para 
x(t),y(t)  € C(a,b), 


(x,y)  :=  í x(t)*  y(t)  dt , 

Ja 

(1.1.7) 

que  satisface  todos  los  axiomas  necesarios.  En  particular, 

rb 

(x,x)  :=  / \x(t)\2dt>0, 

J a 

(1.1.8) 

y si  ( x , x)  = 0,  entonces 

0 = í \x(t) |2  dt  > í |a:(í) |2  dt  > 0, 

Ja  Jai 

(1.1.9) 

para  todo  a < ai  < b\  < b.  En  consecuencia,  x(t)  = 0.  En  efecto,  como  x(t)  es 
continua,  si  fuese  distinta  de  cero  en  un  punto  también  lo  sería  en  todo  un  entorno 
de  dicho  punto,  en  contradicción  con  (1.1.9). 

Estructurado  con  ese  producto  escalar,  el  espacio  euclídeo  de  las  funciones  con- 
tinuas en  el  intervalo  [a,  6]  se  denota  por  ^(a,  b). 


Los  dos  primeros  axiomas  implican  que,  dadas  dos  combinaciones  lineales  de 

vectores,  x = ai  rH b a*  Xk,  y = P i J/iH b A y/,  donde  Xi, . . . , xk,  yi, . . . , yi  € E, 

y au...,ak,p1,...,Pi  E C,  tenemos 

k i 

(*>  y)  = ( Xi > y¡)  ■ (í.i.io) 

t=l  j= I 


Además,  el  producto  escalar  por  el  vector  nulo  es  siempre  cero, 
(x,  y)  = (x  + 0,  y)  = (x,  y)  + (0,  y)  =>  (0,  y)  = 0 , Vy  € E . 


(1.1.11) 
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El  axioma  de  positividad  permite  definir  una  norma  o longitud  para  cada  vector 
de  un  espacio  euclídeo: 

II  x ll:=  +y/(x,x)  > 0.  (1.1.12) 

En  particular,  ||  x ||=  0 <=>  x = 0. 

Por  otra  parte,  si  A E C, 

II  Az  ||=  y/\x\2(x,x)  = |A|  II  X II  . (1.1.13) 

Esto  permite  normalizar  todo  vector  de  longitud  no  nula.  En  efecto,  si  x ^ 0 
entonces  ||  x ||>  0.  Sea  A € C tal  que  |A|  = ||  x ||_1,  y sea  y = \ x.  Entonces, 

II  V 11=  |A|  ||  x ||=  1 . (1.1.14) 


Ejemplo  1.3.  Para  x 


fzA 
6 


\ ) 


X 


v/í?  + ÍI  + - + £- 


(1.1.15) 


Ejemplo  1.4.  Para  x(t)  E C2(a,b ) 


x 


|={jÍ‘wí)|2<íí}!  . 


(1.1.16) 


Un  subconjunto  F C E se  dice  acotado  si  la  longitud  de  todos  los  vectores 
x E F está  acotada  por  una  misma  constante,  ||  x ||<  K. 

Ejemplo  1.5.  La  esfera  de  radio  1 en  E,  que  contiene  a todos  los  vectores  de 
longitud  ||  x ||  < 1,  es  un  conjunto  acotado. 


Consideremos  dos  vectores  no  nulos  i,j/6E  para  los  cuales  (x,y)  = elQ  |(x,  y)|, 
y sea  A € M.  Entonces,  el  cuadrado  de  la  norma  de  la  combinación  lineal  \e10  x — y, 

P(A)  :=  ||  A e10  x — y ||2=  (A  e 10  x — y,  A el9  x — y)  = 

A2(x,  x)  - A e~w(x , y)  - A ei9(y,  x)  + (y,  y)  = (1.1.17) 


= A2 


2A  |(x,  y)|  + ||  y ||2  > 0 , 
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es  un  polinomio  cuadrático  en  A que  no  toma  valores  negativos.  En  consecuencia, 
P( A)  no  puede  tener  dos  raíces  reales  distintas,  lo  que  requiere  que  el  discriminante 
de  la  ecuación  P( A)  = 0 sea  no  positivo, 

( — 2 |(z,  í/)|  )2  — 4 ||  x ||2  ||  y ||2  < 0 . 

De  aquí  se  deduce  la  siguiente  propiedad, 

l(*.»)|<ll*llll»ll-  (1.1.18) 

Esta  es  la  desigualdad  de  Cauchy  - Schwarz3,  que  vale  para  todo  par  de  vectores 
de  un  espacio  euclídeo. 


(ti\ 

^ Vi  ^ 

Ejemplo  1.6.  Para  x = 

6 

,y  = 

VI 

K J 

\Vn  / 

€ Cn,  la  desigualdad  de  Cauchy 


- Schwarz  se  reduce  a 

|(z,Z/)| 


n 

fc= i 


< 


,fc=i 


" n 'j  2 

¿M2}  ■ 
.fc=i  J 


(1.1.19) 


Ejemplo  1.7.  Para  x(t),y(t)  E ^2(0,6)  tenemos 

\(x,y)\  = \f  a;(í)*y(t)dí|  < |y  |x(í)|2díj  j J \y(t)\2  dt^j  . (1.1.20) 


Supongamos  que  para  un  dado  par  de  vectores  x,  y 6 E la  desigualdad  (1.1.18) 
se  reduce  a una  igualdad,  es  decir,  |(x,  y)|  =||  x ||  ||  y ||.  En  ese  caso  el  discriminante 
de  la  ecuación  P( A)  = 0 es  cero,  y P( A)  tiene  una  raíz  real  doble:  3 A0  € M tal  que 

P(A0)  =||  A0  eiQ  x — y ||2=  0 y=(  X0eid)x.  (1.1.21) 

Dos  vectores  no  nulos  proporcionales  entre  sí  se  dicen  colineales. 


En  un  espacio  euclídeo  real,  la  desigualdad  de  Cauchy  - Schwarz  permite  definir 
el  ángulo  entre  dos  vectores  mediante  la  relación 

ix,y) 


eos  xy  := 


x 


y 


(1.1.22) 


Dos  vectores  x,  y € E se  dicen  ortogonales  si  (x,  y)  — 0,  lo  que  se  denota  por 
x _L  y.  En  particular,  el  vector  nulo  es  ortogonal  a todo  vector  de  E. 


3Augustin-Louis  Cauchy  (1789  - 1857).  Karl  Hermann  Amandus  Schwarz  (1843  - 1921). 
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En  un  espacio  euclídeo  real,  el  ángulo  entre  dos  vectores  no  nulos  ortogonales 
entre  sí  es  7t/2  (eos xy  = 0). 


Ejemplo  1.8.  En  M.n,  los  vectores  ex 


entre  sí. 


/l\ 
0 
0 

v°y 


y e2 


/ o \ 

i 

o 

v°y 


Ejemplo  1.9.  En  C2(a,  6), 

x(t)  _L  y(t)  =>  í x(t)*  y(t)  dt  = 0 . 
Ja 


son  ortogonales 


(1.1.23) 


El  sistema  trigonométrico, 

{ cos(A;£),  k = 0, 1, . . . ; sin(Z  t),  l = 1, 2, . . . } C C2(— 7r,  n) , (1.1.24) 

es  un  conjunto  infinito  de  vectores  ortogonales  entre  sí,  lo  que  puede  ser  fácilmente 
comprobado. 

Lema  1.1.  Si  los  vectores  no  nulos  {x\,xi,. . . ,Xk}  son  ortogonales  entre  sí, 
entonces  son  linealmente  independientes. 

En  efecto,  supongamos  que,  por  el  contrario,  son  linealmente  dependientes.  En- 
tonces existen  k números  C¿,  no  todos  nulos,  tales  que  C\  X1+C2  X2~\ \-Ck  Xk  = 0. 

Supongamos,  por  ejemplo,  que  C\  ^ 0,  y tomemos  el  producto  escalar  de  esa  com- 
binación lineal  nula  con  el  vector  x\.  Como  xt  _!_  Xj  para  i ^ j,  tenemos  que 

0 = (xi,  0)  = Ci(x\,xi)  = Cx  ||  x\  ||2  x1  = 0,  (1.1.25) 

en  contradicción  con  la  hipótesis.  En  consecuencia,  = 0,  Vi  = 1, . . . , k,  y los 
vectores  son  linealmente  independientes.  □ 

Del  Lema  1.1  se  desprende  que  si  una  suma  de  vectores  ortogonales  entre  sí  es 
el  vector  nulo,  entonces  cada  sumando  es  0. 

Se  define  la  dimensión  de  un  espacio  euclídeo  E como  el  máximo  número  de 
vectores  linealmente  independientes  que  es  posible  seleccionar  en  E.  Por  ejemplo,  la 
dimensión  de  Cn  es  n. 

La  existencia  del  sistema  trigonométrico,  ec.  (1.1.24),  muestra  que  los  espacios 
de  funciones  C2(a,  b ) no  tienen  dimensión  finita. 
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Lema  1.2.  Si  los  vectores  {xi,  x2, . . . , x*,}  son  ortogonales  a y E E,  entonces 
toda  combinación  lineal  de  ellos  es  también  ortogonal  a y, 

k \ k 

y,^2'CiXi\=^2,Ci(y,xi)  = 0.  (1.1.26) 

¿=i  ) ¿=i 

□ 

El  conjunto  de  todas  las  combinaciones  lineales  de  {x1;  x2, . . . , x*,}  constituye  un 
subespacio  lineal  F C E.  Se  dice  que  el  vector  y es  ortogonal  a dicho  subespacio,  lo 
que  se  denota  por  i/iF. 

En  general,  se  dice  que  x es  ortogonal  a un  subconjunto  G E E si  x es  ortogonal 
a todo  vector  de  dicho  subconjunto, 

x _L  G <=>  x ± y,  V y E G . (1.1.27) 

Del  Lema  1.2  resulta  que  el  conjunto  de  todos  los  vectores  ortogonales  a un 
subconjunto  G C E forman  un  subespacio  F C E.  Si  G es  él  mismo  un  subespacio 
de  E,  se  dice  que  F es  su  complemento  ortogonal. 

Los  espacios  euclídeos  comparten  ciertas  propiedades  métricas  conocidas  de 
la  geometría  en  el  plano  y el  espacio,  como  lo  muestran  los  siguientes  teoremas. 

Teorema  1.1.  (de  Pitágoras)  Si  x,  y E E son  ortogonales  entre  sí,  x _L  y, 
entonces 

II  x + y ||2  = (x  + y,x  + y)  = ||  x ||2  + ||  y ||2  (1.1.28) 

(en  un  triángulo  rectángulo,  el  cuadrado  de  la  longitud  de  la  hipotenusa  es  igual  a 
la  suma  de  los  cuadrados  de  las  longitudes  de  los  catetos).  □ 

Este  resultado  se  generaliza  de  modo  que  si  los  vectores  {xi,x2, . . . , x^}  son 
ortogonales  entre  sí,  x¿  _L  Xj  para  i ^ j,  entonces 

||  Xi  + ■ ■ ■ + Xf.  ||2  = ||  Xi  || 2 H f ||  Xk  ||2  . (1.1.29) 

Teorema  1.2.  (desigualdades  triangulares)  Dados  x,y  E E,  se  tiene  que 

< ||  x + y ||  < ||  x ||  + ||  y ||  (1.1.30) 

(la  longitud  de  un  lado  de  un  triángulo  no  supera  a la  suma  de  las  longitudes  de  los 
otros  dos  lados,  ni  es  menor  que  su  diferencia  en  valor  absoluto). 

En  efecto,  consideremos  el  producto  escalar 


II  x + y II2  = (x  + y,x  + y)  = II  X II2  +2  R(i,íí)+  ||  y ||2  . 


(1.1.31) 
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La  desigualdad  de  Cauchy  - Schwarz  permite  escribir 

l»(*,y)l  < \(x,y)\  < ||  x II II  y II  => 

( II x II  — II  y II ) 2 < II  x + y II2  < ( II x II  + II  y II  )2. 

de  donde  resulta  (1.1.30). 


(1.1.32) 


□ 


Por  otra  parte,  es  sabido  que  en  un  espacio  euclídeo  E„  de  dimensión  finita  n 
siempre  es  posible  seleccionar  un  sistema  completo  de  n vectores  ortonormales, 


{elj  e2)  • • • ) en}  | (Cj,  ej)  — 5ij  , 


(1.1.33) 


respecto  del  cual  todo  vector  x € En  puede  ser  representado  (de  forma  única)  como 
una  combinación  lineal  de  la  forma 


x — £i  + • • • + en  , 


(1.1.34) 


donde  los  son  llamados  coeficientes  de  Fourier4  de  x relativos  a la  base  consi- 
derada. Ellos  están  dados  por 


= (ef,a:),  i = l,...,n. 


(1.1.35) 


Similarmente,  dado  y € En,  y = ry  e\  + • • • + r]n  en,  tenemos  para  el  producto 
escalar 

n n 

( X , y)  = ^2  $ Vite*’  eí)  = (11  -36) 

i,j= 1 i=l 

y para  la  norma 

II  x II  = Vlíil2  + -'-  + lí„l2.  (1.1.37) 

Nótese  que  en  estos  resultados  nada  nos  permite  distinguir  entre  el  espacio  E„ 
considerado  y el  espacio  Cn,  en  el  cual  hubiéramos  seleccionado  los  vectores  x = 


. En  efecto, 


( r¡\ 

6 

ey  = 

V ) 

\ Vn 

te,  y) 

C"  = 

(*>  y)Cn  = ^2  & Vi , II  x ||c»=  \/!6|2  + -"  + l€n|2  - (1.1.38) 


2=1 


Por  otra  parte,  a la  combinación  lineal  a x -fi  /3  y le  corresponde  por  coeficientes  de 
Fourier  los  elementos  de  la  n-upla  a x + ¡3  y. 


4Jean-Baptiste  Joseph  Fourier  (1768  - 1830). 
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Dos  espacios  euclídeos,  E y E',  se  dicen  isomorfos  si  es  posible  establecer  entre 
sus  elementos  una  correspondencia  biunívoca  que  preserve  las  operaciones  lineales 
y los  productos  escalares: 

V x,  y e E 3 x',  y'  € E'  tal  que  si  x x',  y y¡  => 

( ax  + Py^ax'  + P y' , Va,  /?  € C (o  R) , (1.1.39) 


l (x,  y)  e = (a/,  y')  e'  • 

Evidentemente,  el  isomorfismo  de  espacios  euclídeos  establece  una  relación  de  equi- 
valencia. 

Ejemplo  1.10.  Dos  espacios  euclídeos  reales  cualesquiera  de  dimensión  finita 
n son  isomorfos  entre  sí  (y,  por  lo  tanto,  isomorfos  a Mn).  Para  mostrarlo  basta 
con  establecer  una  correspondencia  uno  a uno  entre  los  n vectores  de  dos  de  sus 
respectivas  bases  ortonormales.  Similarmente,  todo  espacio  euclídeo  complejo  de 
dimensión  n es  isomorfo  a C”. 


1.2.  Formas  lineales  sobre  espacios  euclídeos 

Una  función  escalar  (a  valores  numéricos)  definida  sobre  un  espacio  euclídeo  E, 
/ : E — > C (o  M),  es  llamada  forma  o funcional  lineal  si  satisface 

f(ax  + /3y)  = af(x)  + Pf(y),  Vx,ye  E,  Va,  p e C (o  R) . (1.2.1) 

Evidentemente,  para  una  forma  lineal  tenemos  que  /(O)  = 0,  y 

(k  \ k 

^2  <*k  xk  ) = ak  f(xk) . (1-2.2) 

¿=i  / i= i 

Ejemplo  1.11.  En  un  espacio  n-dimensional  En,  generado  por  la  base  {e1? . . . , e„}, 
y para  x = e\  + • • • + en,  tenemos 

n n 

f(x)  = ^2  & = 5Z  ci  ^ » con  c¿  = /(e¿)* . (1.2.3) 

i=l  i=l 

Por  lo  tanto,  una  funcional  lineal  en  un  espacio  de  dimensión  finita  queda  deter- 
minada por  los  valores  que  ella  toma  sobre  los  vectores  de  un  sistema  completo. 
Además,  del  isomorfismo  entre  Era  y el  espacio  de  las  n-uplas  de  números  complejos, 


1.2.  FORMAS  LINEALES  SOBRE  ESPACIOS  EUCLIDEOS 


21 


resulta  que  / está  representada  en  este  último  espacio  por  el  producto  escalar  por 


un  vector  fijo,  c := 


f cx  \ 


Vw 


e»  z = Ciei  H \-  Cnen. 


Ejemplo  1.12.  El  producto  escalar  por  un  vector  fijo  de  un  espacio  euclídeo 
arbitrario  define  una  funcional  lineal  sobre  ese  espacio.  En  efecto,  si  z e E, 

f(x)  :=  (z,x),  VxeE  (1-2-4) 

define  una  forma  lineal  como  consecuencia  de  la  linealidad  del  producto  escalar. 


Ejemplo  1.13.  En  particular,  si  z(f)  es  una  función  continua  en  el  intervalo 
[a,  6] , entonces 


f(x):=  í z(t)*x{t)dt 
J a 

define  una  funcional  lineal  sobre  C2(a,  b). 


(1.2.5) 


Ejemplo  1.14.  Pero  no  toda  funcional  lineal  en  un  espacio  de  dimensión  infinita 
puede  ser  representada  en  la  forma  de  un  producto  escalar  por  un  vector  fijo  del 
espacio.  En  efecto,  consideremos  nuevamente  el  espacio  C2(a,  b ),  y sea  ¿o  € [a,  b\.  El 
valor  que  x(t)  E C2(a,  b ) toma  en  el  punto  t0  define  una  forma  lineal, 

f{x)  :=  x(t0) . (1.2.6) 

Téngase  en  cuenta  que  no  existe  ninguna  función  continua  á(t,  t0)  tal  que 

á(t,  ¿o)  x(t ) dt  = x(t0),  Vx(í)  6 C2(a,  b ) . (1-2-7) 


Una  funcional  f(x)  se  dice  acotada  si  existe  una  constante  0 < K < 00  tal  que 

1/(201  < K ||  x || , VxeE.  (1.2.8) 

Ejemplo  1.15.  El  producto  escalar  por  un  vector  fijo  de  un  espacio  euclídeo 
arbitrario  define  una  funcional  lineal  acotada.  En  efecto,  en  virtud  de  la  desigualdad 
de  Cauchy  - Schwarz, 


l/MI  = !(*,  *)l  < II  * II IMI,  Vi  e E . 


(1.2.9) 
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1.3.  Operadores  lineales  sobre  espacios  euclídeos 

Un  operador  sobre  un  espacio  euclídeo  E es  una  función  a valores  vectoriales 
definida  sobre  E,  A : E — > E. 

Un  operador  A se  dice  lineal  si 

A(ax  + /3y)  = a Ax  + 0 Ay,  Vx,y  € E,  V a,  /3  € C (o  R) . (1.3.1) 

Para  un  operador  lineal  se  cumple  que  A 0 = 0,  y 

k k 

A Qj  Xi  = Oj  A Xi . (1.3.2) 

¿=i  ¿=i 

Ejemplo  1.16.  El  operador  nulo.  Oi  = 0,  Va;  € E,  es  un  operador  lineal. 

Ejemplo  1.17.  El  operador  identidad.  Ix  = x,  Va;  € E,  es  un  operador 
lineal. 

Ejemplo  1.18.  Consideremos  un  subespacio  de  dimensión  finita  ti  de  un  espacio 
euclídeo  arbitrario,  En  C E,  y sea  {ei, . . . , en}  un  sistema  ortonormal  y completo  en 
E„.  Se  define  el  operador  de  proyección  sobre  el  subespacio  En  por  la  relación 

n 

Px  = et  (e¿,  x) . (1.3.3) 

i=l 

Se  trata  de  un  operador  lineal  idempotente;  P(P x)  = Px,  Va;  € E.  En  efecto, 
como  Pe¿  = e¿,  tenemos 

n n 

P(P x)  = ( ti,x ) = ^^(e¿,a;)  P et  = P x,  Va;  6 E . (1.3.4) 

¿=i  ¿=i 

El  proyector  sobre  el  complemento  ortogonal  de  En  está  dado  por  P = I — P. 
En  efecto,  Vr  e E y Vi  = l,...,n, 

71 

(e¿,  (I  — P)x)  = (ei,x)  - 5^(e¿,ej)  ( ej,x ) = 0.  (1.3.5) 

3=1 


Ejemplo  1.19.  En  un  espacio  de  dimensión  finita  E„  generado  por  el  sistema 
ortonormal  y completo  {ei, . . . , e„},  un  operador  lineal  tal  que 

Aek  = Xkek,  k = l,...,n,  (1.3.6) 

con  Afc  números  dados,  se  dice  diagonal.  Esos  números,  llamados  autovalores  de 
A,  definen  completamente  su  acción  sobre  un  vector  arbitrario: 


A x — v4(£i  ei  + • • • + en)  — Ai  ex  + • • • + en 


(1.3.7) 
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Ejemplo  1.20.  La  multiplicación  de  elementos  de  C2(a , b)  por  una  función  con- 
tinua fija  tp{i)  define  un  operador  lineal, 


V x(t)  E C2(a , b),  A x(t ) :=  tp(t)  x(t)  E C2(a,  b ) . (1.3.8) 


Ejemplo  1.21.  El  operador  integral  de  Fredholm3,  A : C2(a,b ) —>  C2(a,b), 
está  definido  por 

y(t)  = Ax(t)  :=  í K(t,  s)  x(s)  ds,  V x(t)  E C2(a,b) , (1.3.9) 

Ja 

donde  el  núcleo  del  operador,  K(t,  s ),  es  una  función  continua  de  sus  dos  variables. 


Ejemplo  1.22.  Los  operadores  de  los  dos  ejemplos  anteriores  están  definidos 
sobre  todo  el  espacio  C2(a , b).  Pero  eventualmente  es  necesario  considerar  operadores 
definidos  únicamente  sobre  ciertos  subespacios  de  C2(a,  b).  Un  ejemplo  es  el  operador 
diferencial 

Dx(t)  :=  x'(t) , (1.3.10) 

definido  sólo  sobre  el  conjunto  de  aquellas  funciones  de  C2(a,  b)  que  tienen  una 
derivada  primera  continua,  x'(t ) E C2(a,  b). 


El  Ejemplo  1.18  permite  establecer  el  siguiente 

Lema  1.3.  Dado  un  subespacio  de  dimensión  finita  de  un  espacio  euclídeo,  todo 
vector  puede  ser  representado  como  la  suma  de  dos  vectores  ortogonales  entre  sí, 

x = u + v,  donde  u = P x E En,  y v = (I  — P)x  _L  En  . (1.3.11) 


El  núcleo  (kernel)  o subespacio  nulo  de  un  operador  lineal  A,  Ker(A),  es  el 
conjunto  de  vectores  ieE  que  son  aplicados  en  el  vector  nulo  por  la  acción  de  A, 

Ax  = 0,  Vx  € Ker  (A)  C E (1.3.12) 

(mostrar  que  se  trata  de  un  subespacio). 

El  rango  o imagen  de  un  operador  lineal  A , Rank  (ú),  es  el  conjunto  de  vectores 
y E E que  son  la  imagen  por  A de  algún  vector  de  x E E, 

V y E Rank  (A)  CE,  3xEE|y  = J4a:. 

5Erik  Ivar  Fredholm  (1866  - 1927). 


(1.3.13) 
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Un  operador  lineal  definido  sobre  un  espacio  euclídeo  de  dimensión  finita  queda 
determinado  completamente  por  los  valores  que  toma  sobre  una  base  ortonormal  de 
ese  espacio.  En  efecto,  consideremos  un  espacio  de  dimensión  n,  E„,  generado  por 
un  sistema  ortonormal  completo  {e^ . . . , en}.  El  operador  A aplica  los  vectores  de 
la  base  en  una  combinación  lineal  de  esos  mismos  vectores, 


Aei  = J2ej-Aji,  ¿ = 1, ...  ,n, 

j=i 

mientras  que  para  un  vector  arbitrario  x = ei  + • • • + £n  en  tenemos 


(1.3.14) 


Ax  = (1.3.15) 

t=l  j=  1 t=l 

El  vector  imagen  y = A x = r¡i  ei  + • • • + r)n  en  tiene  por  coeficientes  de  Fourier 
a Tjj  = Aj  i £,i , o bien,  en  notación  matricial, 


>h  ^ 


(Ai  i 


Ai 


\ 


U.\ 

\£n  J 


(1.3.16) 


y T]n  J y«^7i  1 An  n J 

En  consecuencia,  haciendo  uso  del  isomorfismo  que  existe  entre  el  espacio  com- 
plejo (real)  En  y el  espacio  C"  (M”),  vemos  que  todo  operador  lineal  A puede  ser 
representado  por  una  matriz  A de  n x n (operador  lineal  sobre  el  espacio  de  la  n- 
uplas),  cuyos  elementos  de  matriz  (relativos  a la  base  considerada)  están  dados 
por  Ai j = (ei,Aej). 

Inversamente,  dada  una  base  ortonormal  en  En,  toda  matriz  denxn  define  un 
operador  lineal  sobre  dicho  espacio  mediante  la  relación  (1.3.15).  En  consecuencia, 
existe  una  correspondencia  biunívoca  entre  operadores  lineales  sobre  En  y matrices 
denxn  (operadores  lineales  sobre  el  espacio  de  la  n-uplas). 


Dos  operadores  lineales  A y B definidos  sobre  un  espacio  euclídeo  E son  iguales 
si  Ax  = B x , VareE. 


Al  igual  que  con  las  matrices,  es  posible  definir  operaciones  de  suma  y multipli- 
cación por  números  de  operadores  hneales  sobre  un  espacio  euclídeo. 

En  efecto,  sean  A,B,C  operadores  hneales  sobre  E,  y A,  A1;A2  números;  las 
siguientes  operaciones  definen  nuevos  operadores  lineales  sobre  E: 

■ la  suma  o adición  de  dos  operadores  lineales,  C = A + B,  es  un  operador 
lineal  definido  por 


Cx:=Ax  + Bx,  VxeE; 


(1.3.17) 
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■ la  multiplicación  o producto  de  un  operador  lineal  A por  un  número  A 
es  un  operador  lineal  definido  por 

(AA)rr  :=  A(Ax),  VieE;  (1.3.18) 

(mostrar  en  ambos  casos  que  el  operador  resultante  es  lineal). 

Si  O es  el  operador  nulo,  y —A  = (— 1)A,  como  consecuencia  de  las  operaciones 
lineales  definidas  sobre  vectores  se  verifica  de  inmediato  que 

■ A + B = B + A, 

- (A  + B)  + C = A + (B  + C), 

■ A + O = A , 

■ A + (— A)  = O , 

■ 1 A = A , 

■ Ai (A2  A)  = (Ai  A2 )A , 

■ (Ai  + ^2) A = Ai  A + A2  A , 

■ X(A  + B)  = XA  + XB. 

Esto  muestra  que  el  conjunto  de  todos  los  operadores  lineales  definidos  sobre  un 
espacio  euclídeo  E forman  ellos  mismos  un  espacio  vectorial  sobre  el  mismo  cuerpo 
que  E. 

También  es  posible  introducir  un  producto  o composición  de  operadores  linea- 
les, que  corresponde  al  producto  usual  de  matrices.  Si  A,  B son  operadores  lineales 
sobre  E,  la  composición  C = A B es  el  operador  lineal  definido  por 

C x = (A  B)x  :=  A(B  x) , VrreE.  (1.3.19) 

En  efecto,  el  producto  A B así  definido  es  lineal: 

(AB)(ax  + f3y)  = A(aBx  + /3By)  = a(A B) x + (3(A B)  y . (1.3.20) 

Con  esta  definición  también  se  verifica  que 

. A{BC)  = (. AB)C , 

- A(B  + C)  = AB  + AC , 

• {A  + B)C  = AC  + BC, 

• A (AB)  = (XA)B  = A(XB) , 

■ IA  = AI  = A, 

pero  en  general 

- AB  ^ B A. 

Esto  es,  la  composición  de  operadores  es  asociativa,  distributiva  y no  conmutativa 
(al  igual  que  el  producto  de  matrices  cuadradas). 
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La  asociatividad  del  producto  permite  definir  potencias  positivas  de  un  operador 
lineal, 

A1  :=  A,  A2  :=  A A,...  , An+1  :=  AAn  , etc.  (1.3.21) 

También  se  define  A°  :=  I . De  esto  resulta  que  An  Am  = An+m,  Vn,  m E N U {0}. 

Un  operador  B que  satisface  B A — I se  dice  inverso  a izquierda  de  A.  Simi- 
larmente, si  C satisface  A C = I se  dice  inverso  a derecha  de  A. 

Estos  inversos  en  general  no  existen  (similarmente  a lo  que  ocurre  en  el  caso  de 
las  matrices  cuadradas).  Una  condición  necesaria  para  la  existencia  del  inverso  a 
izquierda  es  que  si  Axq  = 0 =>  xq  = 0.  En  efecto,  B(Axo)  = B 0 = 0 = (B  A)x o = 

I Xq  = Xq  . 

En  el  caso  de  espacios  de  dimensión  finita,  el  problema  de  hallar  el  operador 
inverso  a izquierda  de  A se  reduce  al  de  invertir  la  matriz  A asociada  al  operador, 
relativa  a una  base  ortonormal  del  espacio  euclídeo.  Eso  requiere  que  el  determinante 
det  A ^ 0,  en  cuyo  caso  el  inverso  a derecha  coincide  con  el  inverso  a izquierda,  y 
ambos  se  denotan  por  A~x,  operador  correspondiente  a la  matriz  inversa  A*1. 

En  el  caso  de  espacios  euclídeos  de  dimensión  infinita,  el  problema  del  inverso 
es  más  delicado.  En  particular,  la  existencia  de  un  inverso  a izquierda  no  implica  la 
existencia  de  un  inverso  a derecha.  De  la  misma  manera,  un  inverso  a izquierda  no 
necesariamente  tiene  a su  vez  un  inverso  a izquierda.  Esto  se  ilustra  en  el  siguiente 
ejemplo. 

Ejemplo  1.23.  Consideremos  el  espacio  lineal  formado  por  el  conjunto  de  los 
polinomios  en  t a coeficientes  reales,  en  el  intervalo  [—a, a], 

V2( — o,  o)  — {-P(í)  = uq  T Oj  t T a2 12  T * ■ ■ T o,n  tn , n E N , E IR}  . (1.3.22) 

Como  subespacio  del  espacio  de  las  funciones  reales  y continuas  Cf(— a,  a),  se  trata 
de  un  espacio  euclídeo,  que  tiene  dimensión  infinita  como  consecuencia  de  que  las 
potencias  de  t,  {tn  , n = 0, 1, 2, . . . } forman  un  conjunto  linealmente  independiente. 

En  este  espacio,  el  operador  integral  A : V2(—a,a)  —>  V2(—a,a)  definido  por 

rt  ±2  j.n+1 

A P(t ) :=  / P(s)  ds  = oq  t + ai  — + •••  + an — , (1.3.23) 

Jo  2 n+1 

tiene  por  inversa  a izquierda  al  operador  diferencial  D : V2(—a,a)  — » V2(—a,a) 
definido  por 

D P(t)  :=  P'(í) . (1.3.24) 

d 

D A P(t)  = — P(s)ds  = P(t). 

di  Jo 


En  efecto, 


(1.3.25) 
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De  hecho,  D tiene  infinitas  inversas  a derecha, 

D í P(s ) ds  = P(t) . (1.3.26) 

Jto 

Pero  D no  tiene  una  inversa  a izquierda,  puesto  que 

D P(t)  = 0 ax  -(-  2a2  í - 1-  ...  — |—  n,dn  t , V clq  (1.3.27) 

(dicho  de  otro  modo,  D(a0t° ) = 0,  Va0  ^ 0). 


1.4.  Sistemas  de  vectores  ortogonales 

Teorema  1.3.  Sea  xx,x2, . . . , x k, . . . una  secuencia  (finita  o infinita)  de  vectores 
de  un  espacio  euclídeo  E,  y sea  £(aq, . . . ,xk ) la  variedad  lineal  generada  por  los  k 
primeros  vectores  de  la  secuencia.  Entonces,  siempre  existe  un  sistema  de  vectores 
2/1 , 2/2 , • • • , Vk,  ■ ■ ■ tales  que,  V k, 

' £{yi,---,Vk)  = C(x1,...,xk), 

< (1-4.1) 

k yk+ 1 T C(yu...,yk). 

Este  resultado  puede  demostrarse  por  inducción  completa.  En  efecto,  suponga- 
mos que  han  sido  construidos  los  primeros  vectores  yi,y2,  ■ ■ ■ ,Pk  con  esas  propieda- 
des. En  particular,  para  k = 1 basta  con  tomar  yx  = aq  (si  aq  ^ 0). 

Para  un  dado  k , la  variedad  lineal  £(y¡ , . . . , yk)  es  un  subespacio  de  dimensión 
finita  de  E,  de  modo  que  el  vector  xk+i  puede  escribirse  como  la  suma  xk+i  = 
uk+ 1 + vk+1,  donde  uk+1  e C(yx, . . . , yk)  y vk+1  _L  C(yx,  ...,yk)  (ver  Lema  1.3).  En 
consecuencia,  tomando  yk+\  = vk+\  se  satisface  la  segunda  condición. 

Por  otra  parte,  por  hipótesis  C(yx, . . . , yk)  = C{xx, . . . , xk ),  mientras  que  a;fc+1  = 
Vk+i  + v-k+1-  Por  lo  tanto,  £(aq, . . . , xk,  xk+1)  C C(yu  ...,yk,  yk+ 1). 

Similarmente,  dado  que  uk+x  € £(aq, . . . ,xk)  y yk+\  = xk+x  — uk+ 1,  entonces 

^(l/l)  • • • ) Vki  Vk+ 1)  •••  i *£fc)  *^fc+l). 

Finalmente,  si  yk  = 0 para  algún  k,  eso  significa  que  xk  no  es  linealmente  in- 
dependiente de  los  vectores  {aq, . . . ,aq_!}  y puede  ser  descartado  de  la  secuencia 
original.  Además,  los  vectores  yk  ^ 0 pueden  ser  normalizados  de  modo  de  obtener 
una  secuencia  ortonormal.  □ 

Ejemplo  1.24.  Consideremos  la  secuencia  de  funciones  linealmente  independien- 
tes {xo(í)  = l,aq(t)  =£,...  ,xk(t)  = tk, . . . } C C2(— 1, 1).  En  este  caso,  jC(x0,  . . . ,xk) 
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es  el  subespacio  de  polinomios  P(t)  de  grado  < k,  y las  funciones  ortogonales 
Vk(t)  = Pk(t)  que  se  obtienen  son  los  polinomios  de  Legendre6, 

Po(t)  = yo(t)  = x0(t)  - i , 


= 0iW  = *i(‘)  - ItoW 

( VOiUo ) 


t, 


A(í)  = V2  (t)  = X2(t) 


(yo,x2) 
{yo,  yo) 


yo{t) 


(2/1,  ^2) 

(VuVi) 


yi(t)  = t2 


1 

3 


(1.4.2) 


Pk{t)  = yk{t)  = xk(t)  - 

(yo,  yo) 


(yk-i,xk) 

(yfe-i,yfe-i) 


yfc-i(í)- 


1.5.  Operadores  acotados 

Dado  un  operador  lineal  sobre  un  espacio  euclídeo,  A : E — > E,  se  define  su 
norma,  ||  A ||,  como  la  mínima,  cota  superior  o supremo  de  la  funcional  ||  Ax  || 
tomada  sobre  el  conjunto  de  vectores  de  longitud  1 (vectores  unitarios)  de  ese 
espacio, 

II  A ||:=  sup{ieE  | M=1}  ||  Ax  ||  . (1.5.1) 

Si  ||  A ||  < 00,  el  operador  A se  dice  acotado. 

Todo  vector  unitario  xq  € E para  el  cual  esa  cota  es  alcanzada  se  dice  vector 
máximo  de  A. 

Ejemplo  1.25.  El  operador  identidad,  I,  tiene  norma  ||  I ||=  1, 

II  I 11=  sup{W=i}  II  Ix  ||=  sup{N|=1}  ||  x ||=  1 , (1.5.2) 

y todo  vector  unitario  es  un  vector  máximo  de  I. 

Ejemplo  1.26.  Consideremos  un  operador  diagonal  en  un  espacio  de  dimensión 
finita  n,  A e¿  = Aje*,  y sea  A max  el  autovalor  de  máximo  módulo,  | A¿|  < |A  max  | y 

6Adrien-Marie  Legendre  (1752  - 1833). 
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para  i = l,...,n,  correspondiente  al  vector  unitario  emax  de  la  base  ortonormal 
considerada.  Entonces, 


II  A ||2=  sup{NM}  ||  Ax  ||2  = 


n (1-5.3) 

= SUPf|£i|2+»  .+|¿„|2=1}  yi  |Aj|  |£i|  < |Amai|  . 

i= 1 

Por  otra  parte,  ||  Aemax  ||  = |Amai|.  Por  lo  tanto,  ||  A ||  = lAm^l  y emax  es  un  vector 
máximo  de  A. 


Ejemplo  1.27.  El  operador  nulo  O tiene  norma  nula, 

II  ° 11=  SUP{||*||=1}  II  0 11=  0 - (i-5-4) 

Inversamente,  si  A tiene  norma  nula  y ||  x ||=  1, 

||  A ||=  0^  0 <||  Ax  ||<  0 =>  Ax  = 0,  Va;  € E.  (1.5.5) 

Por  lo  tanto,  ||  A ||  = 0 <=>  A = O. 


Lema  1.4.  En  un  espacio  euclídeo  de  dimensión  finita,  todo  operador  lineal  re- 
sulta acotado  y tiene  un  vector  máximo. 

En  efecto,  consideremos  el  caso  de  un  espacio  real  de  dimensión  finita  n,  En, 
donde  un  vector  genérico  tiene  el  desarrollo  x = £i  ei  + • • • + £ n em  con  € R, 
respecto  de  cierta  base  ortonormal.  La  funcional 

F(x)  :=||  Ax  ||2  > 0 (1.5.6) 

se  reduce  a (ver  ec.  (1.3.15)) 

n 

F(rc)  = ]T  (Ak¡  í,)2  = Híu  • • • ,ín)  £ R , (1.5.7) 

fc=l 

donde  f(£i, . . . , £n)  es  una  función  cuadrática  de  n variables  reales7.  Esta  es  una 
función  continua  que  debe  ser  analizada  en  la  esfera  de  radio  1 de  En,  donde  + 

b £2  = 1,  lo  que  corresponde  a una  región  acotada  y cerrada  de  R". 

Ahora  bien,  toda  función  continua  en  una  región  acotada  y cerrada  de  Rn 
está  acotada,  y como  todo  conjunto  acotado  de  números  reales  tiene  un  supremo, 
entonces  existe  ||  A ||>  0 tal  que  F(x)  <||  A ||2. 

7E1  caso  de  un  espacio  complejo  de  dimensión  n es  enteramente  similar,  resultando  /(£)  una 
función  real,  cuadrática  en  2n  variables  reales. 
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Por  otra  parte,  toda  función  continua  /(£i, . . . , £n)  en  una  región  acotada  y 
cerrada  alcanza  un  valor  máximo  (que  naturalmente  coincide  con  su  supremo).  Su- 
pongamos que  ello  ocurre  en  un  punto  de  coordenadas  . . . , Ese  punto  de  R71 
define  un  vector  unitario  x0  = ex  H +^enE  E„  para  el  cual  es 

II  Axq  ||2=  /(&...,£)  =||  A ||2  (1.5.8) 

y,  en  consecuencia,  es  un  máximo  de  A.  □ 

A diferencia  de  lo  que  ocurre  en  dimensión  finita,  en  el  caso  de  espacios  de 
dimensión  infinita  los  operadores  pueden  ser  no  acotados  (de  norma  no  finita)  o, 
siéndolo,  pueden  no  tener  un  vector  máximo. 

Ejemplo  1.28.  Consideremos  el  operador  diferencial  de  la  ec.  (1.3.10)  y una 
función  de  la  forma  eXt  £ C2(a,  6),  entonces 

II  De»  ||=||  (e»')'|H|Ae**||=|A|||e“||,  0-5.9) 

donde  A £ C.  En  consecuencia,  ||  D x(t)  ||  no  está  acotado  sobre  la  esfera  de  radio 
1 del  subespacio  de  funciones  diferenciables  de  C2(a,b). 


Sea  A un  operador  lineal  acotado  sobre  EyiEEun  vector  no  nulo.  Entonces 
y = x/  ||  x ||  es  un  vector  unitario,  de  modo  que 


A 


1 

Mí 


||  Ax||<M||=M|¿x||<M||||x||  . 


(1.5.10) 


Por  otra  parte,  si  x = 0,  ||  Ax  ||  = 0 = ||  A ||  ||  x ||  . En  consecuencia,  tenemos  el 
siguiente 


Lema  1.5.  Si  A es  un  operador  lineal  acotado  sobre  un  espacio  euclídeo  E, 


II  Ax  II  £ M II II  x ||,  Vx  e E. 


(1.5.11) 


Equivalentemente,  la  norma  de  un  operador  acotado  A también  puede  definirse 
como 

M :=  sup{iy  unitarios}  \(y,Ax)\  . (1.5.12) 


En  efecto,  para  todo  par  de  vectores  unitarios  x,  y £ E tenemos 
\{y,Ax)\  < ||  y ||  ||  Ax  ||  < ||  A ||  ||  a:  ||  = ||  A || , 


(1.5.13) 
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donde  hemos  empleado  la  propiedad  (1.5.11).  Entonces,  M < ||  A ||  . Por  otra  parte, 
y x unitario  tal  que  Ai  / 0,  y con  y = ||  Ax  ||_1  A x (también  unitario  y paralelo 
a Ai),  resulta 

\(y,Ax)\  =||  y ||  ||  Ax  ||  = ||  Ax  ||  < M,  (1.5.14) 

de  modo  que  sup^n^i^jj.  ||  Ai  ||  = ||  A ||  < M . Por  lo  tanto,  M = ||  A || . □ 

Sean  A,  B operadores  lineales  acotados  sobre  un  espacio  euclídeo  E.  Su  suma  es 
también  un  operador  acotado, 

M + *||<M||  + ||fl||,  (1.5.15) 

como  consecuencia  de  la  desigualdad  triangular  para  la  norma  de  los  vectores  en  E, 


||  (A  + B)x\\<\\Ax\\  + \\Bx\\,  Vi  e E.  (1.5.16) 


Esto  significa  que  el  conjunto  de  los  operadores  lineales  acotados  sobre  E constituye 
un  subespacio  del  espacio  vectorial  de  los  operadores  lineales. 

Además,  la  norma  de  operadores  acotados  satisface  las  siguientes  propiedades: 


M||>0  y \\A\\=0<*A  = O, 
II  AA  ||=  |A|  MU,  VAeC. 


(1.5.17) 


Las  ecs.  (1.5.15)  y (1.5.17)  muestran  que  los  operadores  lineales  acotados  sobre 
un  espacio  euclídeo  forman  un  espacio  de  Banach8  o espacio  normado9. 


Por  otra  parte, 


\\AB\\<\\A\\  M||, 


dado  que 


(1.5.19) 


||  (AB)x\\<\\  A\\\\  Bx\\<\\  A\\\\  B \\\\x  \\,  VieE.  (1.5.20) 


8Stefan  Banach  (1892  - 1945). 

9Un  espacio  de  Banach  F es  un  espacio  lineal  que  tiene  definida  una  norma  que,  V <j>  6 F , 
satisface  las  siguientes  propiedades: 


i¡)  ||>  0 y ||  ip  ||=  0 ip  = 0 (elemento  neutro  de  F)  , 


11=  |A|  imi,  VAeC, 


(1.5.18) 


II  V'  + <t>  II  < II  ^ II  + II  4>  II  • 

Un  espacio  euch'deo  es  automáticamente  un  espacio  de  Banach,  dado  que  el  producto  escalar 
permite  definir  una  norma  con  esas  propiedades. 
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1.6.  El  operador  adjunto 

Señalemos  primero  que  dos  operadores  acotados  que  tienen  los  mismos  elementos 
de  matriz  son  iguales.  En  efecto,  si 

(x,Ay)  = (x,By),  Vrr,  y e E (1.6.1) 

entonces  (A  — B)y  es  ortogonal  todo  x £ E,  en  particular,  ortogonal  a sí  mismo.  En 
un  espacio  Euclídeo,  el  axioma  de  positividad  implica  que  ( A — B)y  = 0,  cualquiera 
que  sea  y E E.  Por  lo  tanto  A — B = O =>  A = B. 

Dado  un  operador  lineal  acotado  A,  definido  sobre  todo  un  espacio  euclídeo  E, 
A : E — >•  E,  se  define  su  operador  adjunto,  AT,  como  aquel  operador  que  satisface 

(y,  A f x)  = ( A y,  x)  = (x,  Ay)*  , Vx,y  e E.  (1.6.2) 

En  el  caso  de  un  espacio  euclídeo  de  dimensión  finita,  generado  por  la  base  orto- 
normal  {ei, . . . , en},  la  matriz  asociada  al  operador  adjunto,  A',  tiene  por  elementos 
de  matriz  a 

(A')íj  = (eu  df  ej)  = (Aeu  e¿)  = (e^de*)*  = (.4)*,  = ( A f)y  . (1.6.3) 

Es  decir,  la  matriz  asociada  al  operador  adjunto  dí  es  la  matriz  adjunta  (tras- 

puesta y conjugada)  de  aquella  asociada  al  operador  A:  A!  = yP  = ( A *)*  - 

Si  A es  un  operador  acotado,  la  norma  del  operador  adjunto  coincide  con  la 
norma  de  A.  En  efecto, 

II  A f II  = SUp{liJ,  uncios}  | (x,  df  y)  \ = SUp^  \(y,Ax)*  \ =||  A ||  . (1.6.4) 

Si  xq  (unitario)  es  mi  vector  máximo  de  d / O (es  decir,  ||  Ax o ||  = ||  d ||  > 0), 
entonces  yo  = Ax  o/  ||  d ||  (también  unitario)  es  un  vector  máximo  de  A\  En  efecto, 

||  A ||2=||  Ax0  ||2=  (xo,^  Ax0)  < ||  x0  ||  ||  A*  A x 0 ||  < 

< II  Al  ||  ||  Ixo  ||  = ||  1*  ||  ||  A ||  = ||  A ||2  =>  (1.6.5) 

=>  II  ¿*«>11  = 11  ¿*  II  • 

Un  operador  acotado  d definido  sobre  un  espacio  euclídeo  E se  dice  simétrico 
si 


(Ax,y)  = (x,  A y) , Vx,y  e E. 


(1.6.6) 
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Dado  que,  en  esas  condiciones, 

( x , Ay)  = (A x , y)  = (x,  y) , Vx,  y e E , (1.6.7) 

un  operador  simétrico  acotado  coincide  con  su  adjunto,  A^  = A. 

Un  operador  que  coincide  con  su  adjunto  se  dice  autoadjunto.10 

Los  elementos  de  matriz  de  un  operador  simétrico  A en  un  espacio  euclídeo  de 
dimensión  finita,  generado  por  la  base  ortonormal  {ei, . . . , en},  satisfacen 

{A  e¿,  ej)  = (ej,  A e¿)*  = A*  t = (e¿,  Ae¡)  = Atj . (1.6.8) 

En  consecuencia,  la  matriz  asociada  a A es  autoadjunta  (coincide  con  su  traspuesta 
conjugada),  A*  = A. 

1.7.  Subespacios  invariantes.  Autovectores  y autovalores 

Un  subespacio  de  un  espacio  euclídeo,  E'  C E,  se  dice  invariante  frente  a la 
acción  del  operador  A : E — > E si 

Vxe  E',  Axe  E'.  (1.7.1) 

Ejemplo  1.29.  Los  subespacios  triviales  E y {0}  son  invariantes  frente  a la 
acción  de  todo  operador  lineal  sobre  E. 

Ejemplo  1.30.  Todo  subespacio  de  E es  invariante  frente  a la  acción  de  los 
operadores  O y I. 

Ejemplo  1.31.  El  operador  de  proyección  P sobre  un  subespacio  de  dimensión 
finita  En  C E (definido  en  la  ec.  (1.3.3))  deja  invariante  al  subespacio  E„  y a su 
complemento  ortogonal  E„ . En  efecto, 

Pu  = ue  En,  VueE„,  Pv  = 0 e E¿,  Vu  _L  En  . (1.7.2) 

Ejemplo  1.32.  El  operador  diagonal  de  la  ec.  (1.3.6)  deja  invariante  el  subes- 
pacio generado  por  cualquier  subconjunto  de  vectores  de  la  base. 

Ejemplo  1.33.  El  operador  de  multiplicación  de  la  ec.  (1.3.8),  definido  sobre 
C2(a,  b)  como  A x(t)  = ip(t)  x(t),  con  ip(t)  continua,  deja  invariante  el  subespacio  de 
las  funciones  continuas  en  [a,  b]  que  se  anulan  idénticamente  en  el  intervalo  A C [a,  6] . 

10La  diferencia  entre  los  términos  simétrico  y autoadjunto  se  pondrá  en  evidencia  más  adelante, 
al  considerar  operadores  no  acotados. 


34 


1.  ESPACIOS  EUCLIDEOS 


Ejemplo  1.34.  El  conjunto  de  las  combinaciones  lineales  de  las  funciones  cosí  y 
siní, 

Ajeos  t,  sin  t}  C C2(— 7r,7r),  es  un  subespacio  invariante  frente  a la  acción  del  opera- 
dor diferencial  D x(t)  = x'(t). 


Los  subespacios  unidimensionales  invariantes  respecto  de  un  operador  lineal  A 
juegan  un  papel  especial.  Todo  vector  no  nulo  de  esas  direcciones  invariantes  es 
un  autovector  de  A. 

Dado  un  autovector  x E E,  Ax  es  necesariamente  colineal  con  x , 

Ax  = Xx , para  un  cierto  A € C.  (1.7.3) 

Todo  otro  vector  y de  esa  dirección  invariante  es  también  colineal  con  x y puede 
escribirse  como  y = ex,  con  c € C.  Entonces,  Ay  = A(cx)  = cAx  = Ay,  de 
modo  que  el  número  A,  llamado  autovalor  de  A correspondiente  al  autovector  x, 
es  independiente  del  vector  no  nulo  seleccionado,  siendo  una  característica  de  ese 
subespacio  unidimensional  invariante. 

Ejemplo  1.35.  Todo  vector  no  nulo  x E E es  un  autovector  de  los  operadores 

O e I, 

01  = 01,  Ix=la;.  ( 1.7.4 ) 


Ejemplo  1.36.  Para  el  operador  de  proyección  tenemos 

Pu  = lu , VueEn,  P v = Ov , V?;  1 En. 


(1.7.5) 


Ejemplo  1.37.  El  operador  de  multiplicación  por  una  función  <p(t)  real  monóto- 
na no  tiene  autovectores. 

En  efecto,  consideremos  la  ecuación  de  autovalores 

Ax(t)  = (f(t)  x(t)  = Xx(t) . (1.7.6) 

Si  x(t)  6 C2(a,b)  es  no  nula  en  un  punto  t = t0,  entonces  es  no  nula  en  todo  un 
entorno  de  dicho  punto  A C (a, b).  En  consecuencia,  Vi  £ A debe  ser  ip(t)  = A, 
ecuación  que  no  tiene  solución  para  A si  tp(t)  es  monótona  creciente  o decreciente. 
Por  lo  tanto,  no  existe  ninguna  función  continua  x(t),  no  idénticamente  nula,  que 
satisfaga  la  ec.  (1.7.6). 
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Ejemplo  1.38.  Para  el  operador  diferencial  D x(t)  = x'(t),  definido  sobre  el 
subespacio  de  las  funciones  diferenciables  en  (a,  b ) , la  ecuación  de  autovalores  tiene 
solución  V A e C: 

x'(t)  = Xx(t)  =>  x(í)~eAt.  (1-7-7) 

Si  — oo  < a < b < oo,  tenemos  que  ||  eAt  ||  < oo,  y ese  es  un  vector  del  espacio 
VA  e C. 

En  consecuencia,  este  operador  tiene  un  conjunto  infinito  de  autovectores  corres- 
pondientes a autovalores  diferentes. 


1.8.  Propiedades  de  los  autovectores 

Teorema  1.4.  Los  autovectores  xi,x2, . . . ,xm, ...  de  un  operador  lineal  A,  co- 
rrespondientes a autovalores  distintos  Ai,  A2, . . . , Am, . . . , son  linealmente  indepen- 
dientes. 

La  prueba  se  hace  inductivamente,  por  reducción  al  absurdo.  Supongamos  que 
los  m — 1 primeros  autovectores  son  linealmente  independientes,  pero  que  podemos 
formar  una  combinación  lineal  nula  con  los  m primeros  autovectores, 

Cl  X\  -b  C2  X2  T • • • d~  Crn—i  Xm— 1 T Cjn  xm  = 0 , (1.8.1) 

con  no  todos  los  coeficientes  c *.  nulos.  Aplicando  el  operador  ( A — Xm  I)  a ambos 
miembros  de  esta  ecuación  obtenemos 

(Ai  Am)  ci  X\  -|-  (A2  Am)  c2  x2  H-  ■ ■ ■ "b  (Am_i  Am)  cm_ j xm_ i -|-  0 xm  = 0 , (1.8.2) 

lo  que  requiere  que  c*.  = 0 para  k = 1, 2, . . . , m — 1.  Pero  entonces,  de  (1.8.1)  resulta 
que  cmxm  = 0,  en  contradicción  con  la  hipótesis.  □ 

De  aquí  resulta,  en  particular,  que  un  operador  lineal  definido  sobre  un  espacio 
de  dimensión  finita  n no  puede  tener  más  de  n autovectores  correspondientes  a 
autovalores  distintos. 

Teorema  1.5.  Los  autovectores  de  un  operador  lineal  A correspondientes  a un 
mismo  autovalor  A conforman  un  subespacio  lineal  Ex  C E. 

En  efecto,  si 

Axi  = Axi , Ax2  = Ax2  =£•  A(ciX\ c2x2)  = \(cixi  + c2x2) . (1.8.3) 

□ 

E>  es  llamado  subespacio  característico  correspondiente  al  autovalor  A. 

En  el  caso  de  operadores  simétricos,  también  valen  los  siguientes  resultados. 


36 


1.  ESPACIOS  EUCLIDEOS 


Teorema  1.6.  Los  autovalores  de  un  operador  lineal  simétrico  A son  reales. 

En  efecto,  supongamos  que  A x = A x]  entonces 

A ||  x ||2=  (x,Ax)  = (Ax,  x)  = A*  ||  re  ||2  =>  A*  = A.  (1.8.4) 

□ 

Teorema  1.7.  Los  autovectores  de  un  operador  lineal  simétrico  A correspondien- 
tes a autovalores  diferentes  son  ortogonales  entre  sí. 

Supongamos  que  Ax  = XxyAy  = py,  con  A ^ p.  Entonces, 

(A  - n)(y,  x)  = (y,  A x)  -{Ay,  x)  = 0 =>•  (y,a;)=0.  (1.8.5) 

Por  lo  tanto,  x _L  y si  A ^ p.  □ 

Teorema  1.8.  Sea  E'  un  subespacio  invariante  frente  a la  acción  de  un  operador 
lineal  simétrico  A,  definido  sobre  un  espacio  euclídeo  E.  Entonces,  el  complemento 
ortogonal  de  E',  E",  es  también  un  subespacio  invariante  frente  a A. 

En  efecto,  por  hipótesis  tenemos  que  4i'  € E',  Vx'  6 E'.  Entonces,  Vx'eE'y 
V x"  e E", 

(x" , Ax)  = 0 =>  (Ax",x')  = 0,  (1.8.6) 

dado  que  A es  simétrico.  Por  lo  tanto,  Ax"  _L  E',  V x"  e E".  □ 

Los  siguientes  resultados  establecen  condiciones  suficientes  para  la  existencia  de 
autovectores  de  operadores  simétricos  acotados  definidos  sobre  espacios  euclídeos  de 
cualquier  dimensión. 

Lema  1.6.  Sea  A un  operador  simétrico  y e un  vector  unitario.  Entonces, 

\\Ae\\2<\\A2e\\,  (1.8.7) 

donde  vale  la  igualdad  sólo  si  e es  un  autovector  de  A2  con  autovalor  A =||  Ae  ||2. 
En  efecto,  de  la  desigualdad  de  Cauchy  - Schwarz  obtenemos 

||  Ae  ||2=  (A  e,Ae)  = (e,  A2  e)  < ||  e ||  ||  A2  e ||  = ||  A2  e || , (1.8.8) 

donde  la  desigualdad  se  reduce  a una  igualdad  únicamente  cuando  ambos  vectores 
en  el  producto  escalar  son  colineales,  es  decir,  si 

A2e  = \e.  (1.8.9) 


En  ese  caso,  (e,  A2  e)  = A = ||  A e ||2. 


□ 
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Lema  1.7.  Si  eo  es  un  vector  (unitario)  máximo  de  un  operador  simétrico  aco- 
tado A,  entonces  e0  es  un  autovector  de  A2  correspondiente  al  autovalor  A = ||  A ||2. 

Si  eo  es  un  vector  máximo  de  A,  entonces  ||  Ae o ||  = ||  A ||. 

Del  Lema  anterior,  y del  hecho  de  que  A es  acotado,  podemos  escribir  que 

\\  A ||2  = ||  A e0  ||2  < ||  A2  e0  ||  < ||  A ||  ||  A e0  ||  = ||  A ||2  , (1.8.10) 

de  modo  que  las  desigualdades  en  (1.8.10)  se  reducen  a igualdades. 

Por  el  Lema  1.6,  sabemos  entonces  que  e0  es  un  autovector  de  A2  con  autovalor 
A = ||  Ae0  ||2, 

A2  e0  = A e0 , A = ||  Ae0  ||2  = ||  A ||2  . (1.8.11) 

□ 

Lema  1.8.  Si  el  operador  simétrico  acotado  A tiene  un  vector  máximo  eo,  en- 
tonces A también  tiene  un  autovector  con  autovalor  p = ||  A ||  o p = — ||  A ||. 

Del  Lema  anterior  sabemos  que 

A2  e0  = ||  A ||2  e0  =>  (a  — ||  A ||  i)  (a  + ||  A ||  l)e0  = 0 . (1.8.12) 

Sea  xo  = (a+  ||  A ||  I j eo.  Tenemos  dos  posibilidades, 

x0  = 0 =>  Ae0  = - ||  A ||  e0,  (1.8.13) 

o bien 

xq^O  =>  Axo  = ||  A ||  xq  . (1.8.14) 

En  cualquier  caso,  existe  un  vector  e ^ 0 tal  que  Ae  = pe,  con  \p\  = ||  A ||.  □ 

De  hecho,  ya  hemos  visto  que  en  un  espacio  euclídeo  de  dimensión  finita  todo 
operador  lineal  es  acotado  y tiene  un  vector  máximo  (ver  Lema  1.4).  En  ese  caso 
puede  establecerse  el  siguiente  teorema. 

Teorema  1.9.  Todo  operador  simétrico  A,  definido  sobre  un  espacio  euclídeo  E n 
de  dimensión  finita  n,  tiene  n autovectores  ortogonales  entre  sí. 

En  efecto,  por  el  Lema  1.4  sabemos  que  existe  en  En  un  vector  unitario  que 
es  un  máximo  de  A.  Y,  siendo  A simétrico,  por  el  Lema  1.8  sabemos  que  entonces 
tiene  un  autovector  ei  correspondiente  a un  autovalor  Ai,  Ae\  = X\  e1;  tal  que 

I Ai | = Mi  = ||  A ||. 

Ahora  bien,  el  subespacio  generado  por  ei,  C{e i},  es  invariante  frente  a la  acción 
de  A.  Por  lo  tanto  (ver  Teorema  1.8),  también  lo  es  su  complemento  ortogonal, 
E„_i  = (£{ei})\ 


A : E„_i  — »■  E„_i . 


(1.8.15) 
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Esto  permite  considerar  la  acción  del  operador  A restringida  al  subespacio  En_i, 
de  dimensión  n — 1,  donde  también  define  un  operador  simétrico  y acotado.  Su 
”norma.en  este  subespacio, 


M2  :=  sup{ieEn  l unitario}  ||  Ax  ||  < sup{ieEn  unitario}  ||  Ax  ||  = Mx , (1.8.16) 


no  supera  a la  norma  de  A en  el  espacio  completo. 

El  mismo  argumento  que  antes  permite  concluir  que  existe  en  En_x  un  segundo 
autovector  de  A,  e2  (ortogonal  a e¡  por  construcción),  Ae2  = Á2  e2,  correspondiente 
a un  autovalor  cuyo  valor  absoluto  no  supera  a Mx,  |A2|  = M2  < | Aj  | = Mx. 

Si  ahora  consideramos  el  subespacio  lineal  generado  por  esos  dos  autovectores, 
£{ei,e2}>  vemos  que  es  invariante,  al  igual  que  su  complemento  ortogonal  En_2  = 
(£{ej,  e2 })"*",  de  dimensión  n — 2.  Podemos  repetir  la  construcción  anterior  para 
obtener  un  tercer  autovector  de  A,  ortogonal  a los  dos  anteriores,  correspondiente  a 
un  autovalor  cuyo  valor  absoluto  no  supera  a M2. 

Este  proceso  puede  repetirse  hasta  obtener  n (máximo  número  de  vectores  lineal- 
mente independientes  en  un  espacio  de  dimensión  n)  autovectores  de  A ortogonales 
entre  sí,  ordenados  de  modo  que  el  valor  absoluto  de  sus  autovalores  forme  una 
secuencia  no  creciente: 


Aek  = Akek,  k = 1, 2, . . . ,n  , 


con  e*  J_  e¡  , para  i±j,  y ||  A ||=  |AX|  > |A2|  > • • • > |A„| . 


(1.8.17) 

□ 


Corolario  1.9.1.  Todo  operador  simétrico  A definido  sobre  un  espacio  euclideo 
de  dimensión  finita  n es  diagonal,  es  decir,  existe  una  base  ortonormal  del  espacio 
formada  por  autovectores  de  A. 

Nótese  que  la  matriz  asociada  a A referida  a dicha  base  es  diagonal,  Aij  = 
(eí,  ^ cf)  = A¿  5ij. 

El  polinomio  característico  de  A,  P( A)  = det  (A  — A),  sólo  puede  tener  raíces 
reales.  Toda  raíz  de  multiplicidad  1 < r < n corresponde  a r autovectores  dege- 
nerados (linealmente  independientes  y correspondientes  al  mismo  autovalor)  del 
operador  A. 

A diferencia  de  lo  que  ocurre  en  espacios  de  dimensión  finita,  un  operador  simétri- 
co en  un  espacio  de  dimensión  infinita  puede  o no  tener  autovectores,  como  lo  mues- 
tran los  siguientes  ejemplos. 
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Ejemplo  1.39.  Ya  hemos  visto  que  el  operador  A de  multiplicación  por  una 
función  real,  continua  y monótona  ip(t)  no  tiene  autovectores  (ver  ec.  (1.7.6)).  No 
obstante,  se  trata  de  un  operador  acotado  y simétrico  en  C2  (a,  b ) . En  efecto, 


II  Ax  II2 


dt  < M 2 


(1.8.18) 


si  |</?(í)|  ^ A/  para  t E [a,  6],  Por  lo  tanto,  ||  A ||  < M.  Por  otra  parte,  Va;,  y € C2(a,  b ) 
tenemos 


(y,Ax)  = /a6 y(t )*  (<p(t)  x(t)j  dt  = 

= Ja  (W)  v(*))  x({) dt  = (A  y> x ) • 


(1.8.19) 


En  consecuencia,  este  operador  no  tiene  un  vector  máximo. 

El  Lema  1.8  establece  como  condición  suficiente  para  la  existencia  de  autovec- 
tores de  un  operador  simétrico  que  éste  sea  acotado  y tenga  un  vector  máximo.  Si 
bien  esta  última  condición  se  satisface  automáticamente  en  el  caso  de  dimensión 
finita,  este  ejemplo  muestra  que  ella  no  puede  relajarse  en  el  caso  de  operadores  en 
espacios  de  dimensión  infinita. 


Ejemplo  1.40.  El  operador  integral  de  Fredholm,  definido  en  la  ec.  (1.3.9),  es 
simétrico  si  su  núcleo  K (£,  s ) (continuo  en  ambas  variables)  es  una  función  Hermíti- 
ca,  K(s,t)  = K(t,s)*.  En  efecto, 

{y,  Ax)  = Ja6  y(t)*  JZ  K(t,  s ) x(s)  ds  dt  = 

(1.8.20) 

= Ja  ( Ja K (s>  *)  y W dt)  x(s) ds  = (A  y, x ) • 

Veremos  más  adelante  que  este  operador  es  acotado,  tiene  un  vector  máximo  y un 
conjunto  infinito  de  autovectores  linealmente  independientes. 

Ejemplo  1.41.  El  operador  de  Sturm  - Liouville11  es  un  operador  diferencial  de 
segundo  orden  definido  sobre  un  subespacio  T>(L)  C C2(a,  b ),  que  contiene  funciones 
con  derivadas  segundas  continuas,  de  modo  que 

z(t ) = L x(t)  :=  (j)(t)  x'(t)^j  + q(t)  x(t ) E C2(a , b ) , (1.8.21) 

V x(t)  E 'D(L),  donde  p(t),  p\t ) y q(t)  son  funciones  reales  y continuas. 


^Jacques  Charles  Frangois  Sturm  (1803  - 1855).  Joseph  Liouville  (1809  - 1882). 
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Está  claro  que  L es  un  operador  lineal.  Si  L es  además  simétrico  en  su  dominio 
de  definición  D(L),  la  diferencia 

(: V,Lx ) - (Ly,x)  = 


= j js/W*  (?(*)*'(*))  + ?(*)*(*)]“ 

- [(pWp'W)  +q(t)y(t)  x(t)^dt=  (1.8.22) 

= í [; p(t ) (y(t)*  x\t)  - y\t )*  x(t))  dt  = 

= p(b)  |y(6)*  x'(b)  - y'(b)*  x(b)  - p(a)  y(a)*  x'(a)  - y'(a)*  x(a) 
ha  de  ser  nula  Vx,  y € 'D(L). 

Para  una  función  p(t)  arbitraria  (aparte  de  ser  continua  en  el  intervalo  cerrado 
[a,  6])  debe  garantizarse  que  la  contribución  de  cada  límite  de  integración  sea  nu- 
la imponiendo  condiciones  de  contorno  locales  (es  decir,  condiciones  en  cada 
extremo  de  ese  intervalo)  a las  funciones  en  T)(L). 

Consideremos,  por  ejemplo,  la  contribución  del  Emite  inferior.  Una  posibilidad 
es  requerir  simplemente  que  x(a)  = 0 para  toda  x(t)  E D(L).  Pero  supongamos  que 
ese  no  sea  el  caso,  y tomemos  dos  funciones  en  'D(L)  que  no  se  anulen  en  a;  entonces 
podemos  escribir 

TT  = Ott)'  • <18-23) 

x(a)  \ y(a ) ) 

En  particular,  si  tomamos  y = x vemos  que  ese  cociente  debe  ser  real  e independiente 
de  la  función  considerada, 

x'(a ) = cx(a) , ce  M,  Vx  € T>(L)  \ x{a)  ^ 0 . (1.8.24) 

Finalmente,  si  x(t)  satisface  esa  condición,  entonces  toda  otra  función  y(t)  E 
V{L)  debe  satisfacer  que 

y(a)*x'(a)  -j/(a)*x(á)  = ^y(a)c-y'(a))  x(a)  = 0 => 

(1.8.25) 

=>  y'(a)  = cy(a). 

Por  lo  tanto,  el  caso  más  general  de  condición  de  contorno  local  en  t = a corres- 
ponde a requerir  de  las  funciones  en  D(L)  que 

q x\a ) + x(a)  = 0 , con  a,  ¡3  e K | a2  + /32  ^ 0 . 


(1.8.26) 
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En  particular,  a = 0 =>  x(a)  = 0. 

Similarmente,  la  condición  de  contorno  local  más  general  en  t = b se  expresa 
como 

7 x'(b ) + 8 x(b)  = 0 , con  7,  <5  e M | 7a  + 82  ^ 0 . (1.8.27) 

Con  las  funciones  en  su  dominio  de  definición  sujetas  a estas  condiciones,  el 
operador  L resulta  simétrico.  Como  las  condiciones  de  contorno  son  homogéneas,  el 
conjunto  T>(L)  es  un  subespacio  lineal  de  Ci{a,  b). 

Por  otra  parte,  de  la  ec.  (1.8.22)  también  se  deduce  que  si  p(t)  se  anula  en  un 
extremo  del  intervalo  [a,  6],  no  es  necesario  imponer  a las  funciones  condiciones  de 
contorno  en  ese  punto  para  que  L resulte  simétrico. 

Más  adelante  veremos  que  este  operador  tiene  un  conjunto  infinito  de  autovec- 
tores  linealmente  independientes,  no  obstante  ser  no  acotado.  Este  ejemplo  muestra 
que  las  condiciones  del  Lema  1.8  para  la  existencia  de  autovectores  de  operadores 
simétricos  son  suficientes  pero  no  necesarias. 

Ejemplo  1.42.  Un  caso  particular  de  operador  de  Sturm  - Liouville  con  esas 
propiedades  se  obtiene  cuando  la  función  p(t)  toma  el  mismo  valor  en  los  extremos 
del  intervalo  [a,  6],  p(b)  = p(a).  En  ese  caso  L también  resulta  simétrico  si  se  imponen 
condiciones  de  contorno  periódicas  o antiperiódicas  a las  funciones  (reales)  en  su 
dominio  de  definición, 

x(b)  = ±x(a) , x'(b)  = ±a/(a) , (1.8.28) 

como  puede  comprobarse  fácilmente  de  (1.8.22). 

Más  generalmente,  en  un  espacio  de  funciones  a valores  complejos  L resulta 
simétrico  si  se  imponen  las  condiciones  x(b ) = eiax{a)  y x'(b)  = etax'(a)  con  ael. 


1.9.  Distancia  y límite  en  espacios  euclídeos 

En  un  espacio  euclídeo  E se  define  la  distancia  entre  dos  vectores  x,  y € E como 
la  norma  de  su  diferencia, 

p(x,  y)  '■=  II  x ~ V II  • (1.9.1) 

De  las  propiedades  de  la  norma  en  E resulta  que12,  Va:,  y,  z € E, 

12Un  espacio  métrico  consiste  en  un  conjunto  de  pinatos  x,  y,  z, . . . entre  los  cuales  hay 
definida  una  distancia  p(x,  y)  que  satisface  los  siguientes  axiomas: 

■ p{¿,y)  = p(y,x), 

■ p(y,  x)  > 0 para  todo  x ^ y,  y p(x,  x)  = 0 para  todo  x, 
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■ p(x,y)  = p(y,x)  (simetría), 

■ p(y,x)  > 0 y p(x,  y)  = 0 O x = y (positividad), 

■ p(x , z)  < p(x,  y)  + p(y,  z)  (desigualdad  triangular). 

Diremos  que  una  secuencia  de  vectores  {xi,x2, . . . , xk, . . . } C E converge  al 
vector  x E E si 

lím  p(xk,x)  = 0,  (1.9.2) 

fc— x» 

lo  que  también  se  indica  por  x k -A  x.  Esto  significa  que,  Ve  > 0,  3 N(e)  € N tal  que 
si  k > N(e ) entonces  p(xk,  x)  = ||  xk  — x ||  < e. 

En  ese  caso,  el  vector  x es  llamado  límite  de  la  secuencia. 


Teorema  1.10.  Si  existe  el  limite  de  una  secuencia,  entonces  ese  límite  es  único. 

En  efecto,  supongamos  que  existen  dos  vectores  x e y que  son  el  límite  de  la 
secuencia,  xk  — >•  x y xk  — > y.  Entonces,  Ve  > 0 tenemos  que  p(xi¡,x)  < e/2  y 
p(xk,y)  < e/2  si  k es  suficientemente  grande.  En  consecuencia,  de  la  desigualdad 
triangular  resulta  que 

0 < p(x,  y)  < p(x,  xk)  + p(xk,  y)  < e . (1.9.3) 

Es  decir,  p(x , y)  es  menor  que  cualquier  número  positivo.  Por  lo  tanto  p(x,  y)  = || 
x — y \\  = 0 =$■  x = y.  □ 


Ejemplo  1.43.  Consideremos  una  secuencia  convergente  en  un  espacio  euclídeo 
de  dimensión  finita  n,  generado  por  la  base  ortonormal  {el5 . . . ,en}.  Entonces,  los 
vectores  de  la  secuencia  convergente  pueden  escribirse  como  {¿r*.  = * ej  + • • • + 

£kn^  en,  k = 1,  2, . . . },  y tienen  como  límite  al  vector  x = ei  -| 1-  ^(n)  en  si 


p(xk,  x)2  = 1 1 (?<■>  - c1  j e*!  H + (4"  - í'"'j  e„j 


= E I íf*  - í(,) 


(1.9.4) 


í=  1 


— > 0 cuando  k — > oo . 


Siendo  una  suma  de  términos  no  negativos,  esto  exige  que  cada  término  tienda  a 
cero,  es  decir, 


lim  rf»  = í<‘> , i = 1,2...., 


n . 


k—>oo 


(1.9.5) 


■ p{x,z)<  p{x,y)  + p{y,z). 

De  las  propiedades  de  la  norma  resulta  que  todo  espacio  de  Banach  (y,  por  consiguiente,  todo 
espacio  euclídeo)  es  un  espacio  métrico. 
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Por  lo  tanto,  la  convergencia  de  una  secuencia  de  vectores  en  un  espacio  euclídeo 
de  dimensión  finita  equivale  a la  convergencia  de  cada  una  de  las  secuencias  numéri- 
cas formadas  por  los  coeficientes  de  Fourier  de  los  vectores  referidos  a un  sistema 
ortonormal  y completo  en  ese  espacio. 


Ejemplo  1.44.  En  el  espacio  Czia,  b),  la  convergencia  de  la  secuencia  xk(t)  — > 
x(t)  significa  que 

rb 

p(xk,  x)2  =||  xk-x  ||2=  / | xk(t)  - x(t)\2  dt  -»  0 (1.9.6) 

J a 

cuando  k — > oo.  En  consecuencia,  se  trata  de  una  convergencia  en  media. 


Recordemos  que  una  secuencia  de  funciones  continuas  {xk(t),  k = 1,2.. 
verge  uniformemente  a la  función  (continua)  x{t)  en  el  intervalo  [a,  6]  si 

{ suP{a<í<6}  M¿)  - *(01}  = 0 . 


. } con- 
(1.9.7) 


Lema  1.9.  Toda  secuencia  uniformemente  convergente  en  un  intervalo  de  lon- 
gitud finita,  b — a < oo,  es  también  convergente  en  media. 

En  efecto,  dado  e > 0,  |xfc(£)  — x(t) |2  < £ Vt,  si  k es  suficientemente  grande,  de 
modo  que 

|xfc(£)  — x(t) |2  dt  < e(b  — a) . (1.9.8) 

En  esas  condiciones,  la  distancia  p(xk,  x)  puede  hacerse  tan  pequeña  como  se  quiera 
con  sólo  tomar  k suficientemente  grande13.  □ 


13Nótese  que  este  argumento  sólo  vale  si  la  longitud  del  intervalo  considerado  es  finita.  En 
efecto,  la  convergencia  uniforme  en  toda  la  recta  no  implica  convergencia  en  media,  como  lo  muestra 
el  siguiente  ejemplo:  consideremos  las  funciones  xk(t),  pares  y continuas,  tales  que 


xk(t)  = < 


vl\/1-Í>  0 < í < A:, 


0 , t > k . 


Esa  secuencia  converge  uniformemente  en  toda  la  recta  a la  función  idénticamente  nula, 

\/2 

|ifc(t)  — 0(f)|  < — j=  — > 0 , cuando  k — » oo  , 
pero  no  converge  en  media  a esa  función, 


f \xk(t)  - 0(t)\2  dt  = (l-£jdt  = l,  Vfc. 
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Pero  la  recíproca  no  vale:  la  convergencia  en  media  no  implica  convergencia 
uniforme.  En  realidad,  ni  siquiera  implica  convergencia  puntual  en  ningún  punto  del 
intervalo  [a,  b] . 

Por  ejemplo,  consideremos  una  secuencia  de  funciones  reales  y continuas  xk(t), 
que  tomen  valores  entre  0 y 1 y sean  nulas  fuera  de  un  subintervalo  A*,  C [a,  b]  de 
longitud  menor  que  1/k,  en  un  punto  del  cual  alcancen  el  valor  1.  En  esas  condiciones, 
el  cuadrado  de  la  distancia  entre  xk(t)  y el  vector  nulo, 

í ( xk(t ) — 0 (t))2dt  = í x\{t)dt  < 1 x í dt  < — , (1.9.9) 

Ja  J A*  J Ak  k 

tiende  a 0 cuando  k — ¥ oo.  Por  consiguiente,  xk(t)  — > O(t)  en  el  sentido  de  la 
convergencia  en  C2(a,  b). 

No  obstante, 

suP{a<t<fc}  M¿)  - 0(01  = 1 , V/c , (1.9.10) 

de  modo  que  la  secuencia  no  converge  uniformemente  a la  función  idénticamente  nu- 
la. De  hecho,  puede  demostrarse  que  no  converge  uniformemente  a ninguna  función 
continua. 

Es  más,  los  subintervalos  A*,  pueden  ser  elegidos  de  manera  tal  que  la  secuen- 
cia {xk(t)}  no  sea  puntualmente  convergente  para  ningún  valor  de  t (por  ejemplo, 
haciendo  que  ellos  barran  repetidas  veces  la  distancia  que  media  entre  ambos  extre- 
mos de  [a,  6],  de  modo  que  para  cada  valor  de  t la  secuencia  numérica  {xfc(£)}  sea 
oscilante) . 


1.10.  Continuidad  en  espacios  euclídeos 

Una  funcional  / definida  sobre  un  espacio  euclídeo  E,  / : E — > C,  se  dice 
continua  en  un  punto  x € E si,  para  toda  secuencia  convergente  xk  — > x,  se  tiene 
que  la  secuencia  numérica  f(xk ) — > f{x). 

Equivalentemente,  / es  continua  en  x si  Ve  > 0 3á(£)  > 0 tal  que,  si  p(y,x ) < 
á(£),  entonces  \f{y)  - f(x)\  < £. 

Lema  1.10.  Una  funcional  lineal  continua  en  x = 0 es  continua  en  todo  iéE. 

En  efecto,  Xf.  — » x =>■  (x*.  — x)  — » 0,  de  modo  que14 

lím  | f(xk)  - f(x)  | = lím  | f(xk  - x)|  = 0 . (1.10.1) 

k—>oo  k—>  oo 

14Si,  en  cambio,  se  sabe  que  /(i)  es  continua  en  un  punto  y =/=  0.  teniendo  en  cuenta  que 
(i*  — x + y)  — > y,  la  linealidad  de  la  funcional  nos  permite  escribir  que 

|/(xfc)  - /(x) | = |/(xfc  - x + y)  - f{y) | -t  0 


cuando  k oo. 
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□ 


Lema  1.11.  Una  funcional  lineal  continua  es  acotada. 
Si  f(x)  es  continua,  tenemos  que 


\f(x)  — / (0) | = \f{x)\  < e , Vi  | ||  x ||<  á(e). 
Sea  i^0y0<ái<  d(e:),  entonces 

¿i 


f S 


x 


„ „ 1/0*01  <£  =>  1/0*01  < y II  x 

x ||  di 


(1.10.2) 


(1.10.3) 


Además,  0 = \f  (0)| 


g 

Si 


0 || . Por  lo  tanto,  tomando  K = e/8\  tenemos 

|/  (a;)|  < AT  ||  x || , VieE.  (1.10.4) 

□ 


Lema  1.12.  Una  funcional  lineal  acotada  es  continua. 

En  efecto,  supongamos  que  |/(a;)|  < K ||  x ||,  para  todo  x € E,  y consideremos 
una  secuencia  convergente  — » x.  Entonces, 

I f{xk)  ~ f(x) | = | f(xk  - rr)|  < K ||  xk  - x ||  0 (1.10.5) 

cuando  k — > oo.  □ 

Teorema  1.11.  Como  consecuencia  de  los  tres  Lemas  anteriores  resulta  que, 
para  una  funcional  lineal  f(x)  definida  sobre  un  espacio  euclídeo  E,  los  siguientes 
enunciados  son  equivalentes: 

■ f(x)  es  continua  en  x = 0, 

• f(x)  es  continua  VreE, 

■ f(x)  es  acotada  en  E. 

Ejemplo  1.45.  Ya  sabemos  que  el  producto  escalar  por  un  vector  fijo  del  espacio, 
2 6 E,  define  una  funcional  lineal,  f(x)  :=  (z,  x) , V x E E.  De  la  desigualdad  de 
Cauchy  - Schwarz  resulta  que 

1/0*01  = K*, z)|  <||  2 ||  ||  x || , Vx  6 E.  (1.10.6) 

Por  lo  tanto,  esa  funcional  es  continua  en  E. 

Ejemplo  1.46.  Ya  hemos  dicho  que  toda  funcional  lineal  en  un  espacio  de  di- 
mensión finita  corresponde  al  producto  escalar  por  un  vector  fijo  de  ese  espacio.  Por 
el  resultado  anterior,  vemos  que  toda  funcional  lineal  en  un  espacio  de  dimensión 
finita  es  continua. 
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Ejemplo  1.47.  Pero  también  sabemos  que  en  C2 (a,  b ) existen  funcionales  lineales 
que  no  pueden  ser  representadas  mediante  el  producto  escalar  por  un  vector  fijo 
del  espacio,  como  por  ejemplo  /¡x(í)]  = x(t0),  con  t0  E (a,  b)  (ver  ec.  (1.2.6)).  Esta 
funcional  no  es  continua,  dado  que  la  convergencia  en  media  no  implica  convergencia 
puntual  en  ningún  punto.  Por  lo  tanto,  tampoco  es  acotada. 


Lema  1.13.  En  un  espacio  euclideo  E,  el  producto  escalar  es  una  funcional 
continua  de  sus  dos  argumentos.  Esto  significa  que  si  las  secuencias  de  vectores 
xk  — > x e yk  — > y,  entonces 


lím  ( xk,yk ) = (x,y)  . (1.10.7) 

fc— » OO 


Para  demostrarlo  consideremos  la  diferencia 

{x,y)  - (xk,yk)  = (x,y)  - (x  - (x-xk),y-  (y  - yk)) 


(x,  y-yk)  + (x-  xk,  y)  - (x  - xk,  y-yk)  < 


(1.10.8) 


< 


( x,y-yk ) + ( x-xk,y ) + (x-xk,y-yk) 


< 


<11  x ||  ||  y - yk  ||  + ||  x - xk  ||  ||  y ||  + ||  x - xk  ||  ||  y - yk  ||  ->■  0 
cuando  k — > 00.  □ 

Como  consecuencia  del  resultado  anterior,  concluimos  que  la  norma  definida 
sobre  un  espacio  euclideo  es  una  funcional  continua:  si  xk  — > x entonces  ||xfc||  — > ||x||. 

Un  operador  A , definido  sobre  un  espacio  euclideo  E,  se  dice  continuo  en  un 
punto  x€:EsiV£>0=]  ó(e)  > 0 tal  que,  si  p(y,  x)  < S(s),  entonces  ||  Ay—Ax  ||  < e. 


Lema  1.14.  Todo  operador  lineal  acotado  A,  definido  sobre  un  espacio  euclideo 
E,  es  continuo. 

En  efecto,  si  xk  — > x entonces 

||  Axk  - Ax  ||  = ||  A(xk  - x)  ||  < ||  A H ||  xk  -x  ||  ->•  0,  (1.10.9) 


cuando  k — > 00. 


□ 
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Capítulo  2 


ESPACIOS  DE  HILBERT 

2.1.  Conjuntos  densos  en  espacios  euclídeos 

Un  elemento  de  un  espacio  euclídeo,  x € E,  se  dice  punto  límite  del  conjunto 
F C E si  existe  una  secuencia  de  vectores  {aq,  x2, . . . , x ...}  cF  que  converge  al 
elemento  x.  Dicho  de  otro  modo,  x es  un  punto  límite  de  F si  V e > 0 existe  y € F 
tal  que  p(x , y)  < e. 

Un  conjunto  FcEse  dice  cerrado  si  contiene  a todos  sus  puntos  límite. 

Lema  2.1.  El  complemento  ortogonal  de  un  subespacio  de  un  espacio  euclídeo 
es  siempre  un  subespacio  cerrado. 

Sea  E'  C E,  un  subespacio  de  un  espacio  euclídeo,  y sea  E"  su  complemento 
ortogonal.  Si  x E E es  un  punto  límite  de  E",  entonces  existe  una  secuencia  de 
vectores  {aq,  x2,  ...}cE"  que  converge  a x,  Xk  — > x. 

Ahora  bien,  para  todo  y E E'  tenemos  que  (y,  Xk)  = 0 , V k.  Y por  la  continuidad 
del  producto  escalar, 

(y,x)=  lím  (y,  Xk)  = 0 , =>  x_LE'.  (2.1.1) 

K—>  OO 

Por  lo  tanto,  ieE".  □ 

Dado  un  conjunto  arbitrario  de  vectores  de  un  espacio  euclídeo,  A C E,  se  llama 
clausura  de  A,  y se  denota  por  Á , a la  unión  de  A con  el  conjunto  de  todos  sus 
puntos  límite. 

Lema  2.2.  La  clausura  de  un  conjunto  A es  un  conjunto  cerrado. 

Sea  a un  punto  límite  de  A ; mostraremos  que  a € A . En  efecto,  Vf  > 0 existe 
x € A tal  que  p(a,x)  < e/2.  Pero  siendo  x un  vector  de  la  clausura  de  A , tenemos 
que  x € A o bien  x £ A pero  sí  es  un  punto  límite  de  A.  En  cualquier  caso,  existe 
x € A tal  que  p(x,  x)  < e/2. 

Finalmente,  por  la  desigualdad  triangular  tenemos 

p(d,  x)  < p(a,  x)  + p(x,  x)  < e . (2.1.2) 

En  consecuencia,  a es  un  punto  límite  del  conjunto  A y,  por  lo  tanto,  a E A . □ 
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Todo  conjunto  cerrado  F C E que  contenga  al  conjunto  A debe  también  contener 
a su  clausura, 

A C F =>  A C F.  (2.1.3) 

En  ese  sentido,  la  clausura  Á es  el  conjunto  cerrado  más  pequeño  que  contiene  a A. 


Ejemplo  2.1.  La  clausura  del  conjunto  de  los  números  racionales  Q sobre  la 
recta  es  el  conjunto  de  los  números  reales  M.  De  hecho,  los  números  irracionales 
pueden  ser  introducidos  como  los  límites  de  secuencias  convergentes  de  racionales 
que  no  convergen  a un  racional,  como  por  ejemplo 


31  314  3141  31415 
3 ’ 10  ’ TOO  ’ 1000  ’ 10000 


>n  = 3,14159265358979  • • • ¿ Q . 


Lema  2.3.  Todo  subespacio  de  dimensión  finita  de  un  espacio  euclídeo  es  un 
conjunto  cerrado. 

En  efecto,  del  Lema  1.3  sabemos  que  si  F C E es  un  subespacio  de  dimensión 
finita,  todo  vector  x E E puede  escribirse  como  la  suma  de  dos  vectores  ortogonales 
entre  sí,  x = u + v,  donde  u € F y v 1 F. 

Entonces,  para  y E F tenemos 

p(x,  y)2  = ||  (u  + v)  - y ||2  = ||  u - y ||2  + ||  t;  ||2  > ||  v ||2  . (2.1.4) 

Por  lo  tanto,  Vy  € F es  p(x,y ) > 0 si  x ^ F (es  decir,  si  v 0).  En  consecuencia, 
ningún  vector  que  no  pertenece  a F es  un  punto  límite  de  ese  subespacio.  □ 

Un  conjunto  BcEse  dice  denso  en  el  conjunto  A C E si  A está  contenido  en 
la  clausura  de  B, 

B denso  en  A =>  A C B . (2.1.5) 

Esto  significa  que  todo  elemento  de  A es  un  punto  límite  de  B,  de  modo  que  pue- 
de representarse  como  el  límite  de  una  secuencia  convergente  de  vectores  contenidos 
en  B, 

Va  € A 3 {í>i,  62j  • . • } C B I a = lím  b *. . (2.1.6) 

Jfc— KX) 

Ejemplo  2.2.  El  conjunto  de  los  números  racionales  Q es  denso  en  el  conjunto 
de  los  reales,  K C Q = K. 
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Ejemplo  2.3.  El  subespacio  de  los  polinomios  a coeficientes  reales, 

'PiÍQ'i  fe)  = {.P(¿)  = cío  -\-  cii  t a,2 an  tn  , n E N , cbk  E K}  . (2.1.7) 

es  denso  en  el  espacio  de  las  funciones  reales  y continuas  en  [a,  6],  Cf(a,  fe). 

En  efecto,  el  teorema  de  Weierstrass1  muestra  que  toda  función  real  /(£),  con- 
tinua en  un  intervalo  cerrado  [a,  fe],  es  el  límite  de  una  secuencia  uniformemente 
convergente  de  polinomios  con  coeficientes  reales2,  {P\ (t),  P2(f) . . . , P/¡.(¿), . . . }. 

Esto  implica  (ver  Lema  1.9)  que  toda  función  real  y continua  es  el  límite  en 
media  de  una  secuencia  de  polinomios  a coeficientes  reales,  es  decir,  es  un  punto 
límite  de  P^a,  fe).  Por  lo  tanto, 

C?(a,b)cV^b).  (2.1.8) 


Lema  2.4.  Si  el  conjunto  B C E es  denso  en  A C E,  y a su  vez  A es  denso  en 
E,  entonces  B es  denso  en  E. 

En  efecto,  si  B es  denso  en  A,  entonces 

A C B =>  ÁcB.  (2.1.9) 

Por  otra  parte,  si  A es  denso  en  E,  entonces 

EcÁ  =>  EcB.  (2.1.10) 

Por  lo  tanto,  B es  denso  en  E.  □ 

Ejemplo  2.4.  El  conjunto  de  polinomios  con  coeficientes  racionales, 

Q2(°i  fe)  = {<?(£)  = Qo  + <h  t + q2  t2  + • • • + Qn  tn  j n € N , qk  € Q}  , (2.1.11) 

es  denso  en  el  espacio  de  los  polinomios  con  coeficientes  reales  V2 {a,  fe),  que  a su  vez 

es  denso  en  Cf(a,  fe).  Por  el  lema  anterior,  Q2(a,  fe)  es  denso  en  Cf(a,  fe). 

Para  mostrar  que  Q2{a,b)  es  denso  en  V2 (a,  fe),  consideremos  un  polinomio 

P(t)  = a0  + íq  ¿H H antn  E ^(a,  fe),  y elijamos  n números  racionales  qQ,  qi, . . . , qn 

tales  que  |a*.  — qk \ < £/(2fc+1  ||  tk  ||),  con  £ > 0 (lo  que  siempre  es  posible,  dado  que 
Q es  denso  en  IR). 


JKarl  Theodor  Wilhelm  Weierstrass  (1815  - 1897). 

2 Ver,  por  ejemplo,  R.  Courant  y D.  Hilbert,  Methods  of  Maihematical  Physics,  Vol.  1,  pag.  65. 
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Entonces,  llamando  Q(t ) = <7o  + qi  t + ■ ■ ■ + qntn  y empleando  la  desigualdad 
triangular  para  la  norma,  tenemos 


II  P(t)  - Q(t)  ||  - 


(ao  - qo ) t°  + (ai  - gi)  t H h (a„  - qn)  tn  ||  < 


< l«0  - 9o | II  t°  ||  +|fl!  - 9i|  II  t ||  H + \an-qn\  ||  tn  ||  < 


(2.1.12) 


< 


n A oo 

Y—  < -Y-  =£ 

/ ^ O k 9 / ^ 9 k 


2 2k  2 2k 

k= 0 k= 0 


El  conjunto  Q2(a-  b)  tiene  además  la  particularidad  de  ser  numerable,  es  decir, 
puede  ser  puesto  en  correspondencia  uno  a uno  con  el  conjunto  de  los  números  natu- 
rales. Para  demostrar  esta  propiedad  debemos  mostrar  previamente  que  el  conjunto 
de  los  números  racionales  es  numerable,  así  como  ciertas  propiedades  de  la  unión  de 
conjuntos  numerables,  lo  que  liaremos  a continuación. 


2.2.  Conjuntos  numerables 

Mostraremos  en  lo  que  sigue  que  el  conjunto  de  los  polinomios  con  coeficientes 
racionales  y de  grado  arbitrario  es  numerable. 


Lema  2.5.  La  unión  de  un  conjunto  finito  o infinito  numerable  de  conjuntos 
numerables  es  también  un  conjunto  numerable. 

Mostraremos  esta  propiedad  para  el  caso  de  la  unión  de  un  conjunto  numerable 
de  numerables.  Para  ello  consideremos  los  conjuntos 


51  — {Olí,  «12)  • • • , alli  • • • } > 

52  = {a2i,  a22,  • • • , a2i,  • • • } , 


S k = {aki,  a/t2, . . . , afci, . . . } , 


(2.2.1) 


Podemos  ordenar  todos  esos  elementos  en  una  única  secuencia  adoptando  alguna 
regla  que  nos  permita  asignar  un  número  natural  a cualquier  elemento  de  uno  cual- 
quiera de  esos  conjuntos.  Por  ejemplo,  podemos  formar  la  secuencia 

Gil,  {^12,^22,  a2l},  {«13,  0,2 3,  033,  «32,  03l},  ^ 

(a14,  a24,  O34,  <244,  a.43,  042,  O41},  . . . , {Olfc,  • • • , Ofcfc,  • • • , Ofcl},  • • • 
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conviniendo  en  que  elementos  repetidos  obtienen  su  posición  en  su  primera  aparición, 
y son  omitidos  en  las  siguientes. 

Lema  2.6.  El  conjunto  de  los  números  enteros  es  numerable. 

En  efecto,  Z = {0, 1, 2, . . . } U { — 1,  —2,  —3, . . . }. 

Lema  2.7.  El  conjunto  de  los  números  racionales  (números  de  la  forma  p/q,  con 
p E Z y q E Nj,  es  numerable. 

En  efecto,  el  conjunto  de  los  racionales  sobre  la  recta,  Q,  es  la  unión  de  un 
conjunto  numerable  de  conjuntos  numerables  de  fracciones  de  la  forma 

S9=|^,pez|  con  q = 1,2,3, ...  (2.2.3) 

Lema  2.8.  El  conjunto  de  pares  ordenados  formados  con  los  elementos  de  dos 
conjuntos  numerables  es  también  numerable. 

Dados  dos  conjuntos  numerables, 

A = {ai,  a2, . . . , a*.,  • • • } , (2  2 4) 

B = {61,62,..., 6*,...}  , 

el  conjunto  de  pares  ordenados  {(ajt,  b¡) , V k,  /},  es  la  unión  de  un  conjunto  nume- 
rable de  conjuntos  numerables  de  la  forma 

Sk  = {(ak,bl),  1 = 1,2,...}  , con*  = 1,2,...  (2.2.5) 

que,  por  el  Lema  2.5,  es  numerable. 

Ahora  bien,  el  conjunto  de  los  polinomios  de  todo  grado  con  coeficientes  raciona- 
les es  la  unión  para  todo  n de  los  conjuntos  de  polinomios  a coeficientes  racionales 
de  grado  menor  o igual  a n.  Entonces,  de  acuerdo  al  Lema  2.5,  basta  con  mostrar 
que  esos  conjuntos  son  numerables. 

Los  polinomios  a coeficientes  racionales  de  grado  cero  son  simplemente  los  núme- 
ros racionales,  que  forman  un  conjunto  numerable. 

Los  polinomios  de  grado  1 de  la  forma  q0  + qi  t , con  q0 , q\  E Q,  están  en  corres- 
pondencia uno  a uno  con  los  pares  ordenados  de  la  forma  (</o,  qi)  que,  de  acuerdo  al 
Lema  2.8,  forman  un  conjunto  numerable. 

Procedemos  por  inducción.  Podemos  mostrar  que  si  el  conjunto  de  los  polinomios 
de  grado  < n con  coeficientes  racionales,  {Qk(t) , k E M},  es  numerable,  el  conjunto 
de  los  polinomios  a coeficientes  racionales  de  grado  < n + 1 también  lo  es.  En  efecto, 
los  polinomios  de  la  forma  Qk(t)  + q¡tn+1,  con  q¡  E Q,  están  en  correspondencia 
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biunívoca  con  los  pares  ordenados  de  la  forma  ( Qk(t),q¡ ),  los  que  forman  un  conjunto 
numerable  de  acuerdo  con  el  Lema  2.8.  □ 


Ejemplo  2.5.  El  espacio  C2(a,b)  es  separable.  En  efecto,  sea  x(t)  = xr{Í)  + 
ixi(t ),  con  xR(t),xi(t)  E Cf(a,b).  Entonces  podemos  elegir  dos  polinomios  con 
coeficientes  racionales  QR(t)  y Qi(t ) tales  que  ||  xRj(t)  — QR,i(t)  \\<  e/2. 

En  consecuencia,  por  la  desigualdad  triangular, 


II  x(t)  - {QR(t)  + iQ¡(t))  ||  < 

(2.2.6) 

< ||  xR[t ) - QR(t ) ||  + ||  x¡(t)  - Qi{t)  ||  < e . 

Finalmente,  notemos  que  el  conjunto  de  los  polinomios  de  la  forma  QR(t)+i  Qi{t ) 
es  numerable,  dado  que  sus  elementos  están  en  correspondencia  uno  a uno  con  los 
pares  ordenados  de  elementos  de  un  conjunto  numerable,  de  la  forma  (Q#(f),  Qi(t)) 
con  QR,i(t ) € Qiia,  b),  que  también  forman  un  conjunto  numerable  (ver  Lema  2.8). 


Un  espacio  euclídeo  que  contiene  un  conjunto  denso  y numerable  se  dice  sepa- 
rable. 


2.3.  Secuencias  de  Cauchy  en  espacios  euclídeos 

Una  secuencia  de  vectores  {aq,  x2, . . . , aq, . . . } en  un  espacio  euclídeo  E se  dice 
fundamental  o de  Cauchy  si  V e > 0 3 N(e)  E N tal  que 

p(x k,  xi)  < e , Vfc,  Z > N(e) , (2.3.1) 

es  decir,  si 

lím  p(xk,xi)  = 0.  (2.3.2) 

k,l->  oo 


Lema  2.9.  Toda  secuencia  convergente  es  fundamental. 

En  efecto,  supongamos  que  xk  — » x.  Entonces,  de  la  desigualdad  triangular  para 
la  distancia  tenemos  que 

p{x fc,  xi)  < p(xk,  x)  + p(x,  x¡ ) ->•  0 (2.3.3) 

cuando  k,  l — > oo.  □ 

En  la  recta,  el  criterio  de  Cauchy  establece  que  toda  secuencia  fundamental  es 
convergente.  Pero  en  un  espacio  euclídeo  general  puede  haber  secuencias  de  Cauchy 
que  no  tengan  límite  en  ese  espacio,  como  lo  muestra  el  siguiente  ejemplo. 
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Ejemplo  2.6.  Consideremos  una  secuencia  en  C2(a,b)  formada  por  funciones 
reales  xk(t)  que  tomen  valores  entre  0 y 1,  y tales  que,  para  todo  <5  > 0,  converjan 
uniformemente  a 0 en  el  intervalo  [a,  c—8\  y a 1 en  el  intervalo  [c+ú,  6],  con  a < c < b. 
Consideremos  la  distancia  entre  dos  elementos  cualesquiera  de  esa  secuencia, 

rb 

p(xk,xi )2  = / | xk(t)  - x¡(t) |2  dt  = 

J a 


í \xk{t)  - Xi(t)\2  dt  + í \xic{t)  — Xi(t)\2  dt+  (2.3.4) 

Ja  J c+S 


+ 


rC-\-S 

/ \xk(t)  -xt(t)\2  dt. 
J c—6 


Como  la  secuencia  es  uniformemente  convergente  en  [a,  c — ¿],  dado  E\  > 0,  podemos 
tomar  k y l suficientemente  grandes  como  para  que  | xkj(t)  — 0|  < E\,  para  todo  t en 
ese  intervalo.  Entonces, 


J |xfc(t)  - xt(t)\2  dt  < J ( |rrfc(í)|  + \xi(t)\ ^ dt 


< 


(2.3.5) 


< 4 e\  (c  — S — a)  < 4 e\(c  — á) . 

Similarmente,  si  ^¡^/(í)  — 1|  < s2  para  t E [c  + fe],  podemos  escribir 

rb 

|xjt(í)  — x¡(t) |2  dt  < 4e\{b  — c — 8)  < 4e\  (b  — c) . 

c+S 

Finalmente,  para  la  última  integral  tenemos 

fC+á 


L 


rc-\-ó  rc-\-ó 

I \xk{t)  — x¡(t)\2  dt  < I 22dt  = 88. 
J c—6  J c—6 

Por  lo  tanto,  si  llamamos 

e2  = 4 e\  (c  — a)  + 4 e\  (b  — c)  + 8 8 , 
que  puede  hacerse  tan  pequeño  como  se  quiera,  tenemos 

p{xk,xt)  < £, 


(2.3.6) 


(2.3.7) 


(2.3.8) 


(2.3.9) 


para  k,  l suficientemente  grandes,  de  modo  que  se  trata  de  una  secuencia  fundamen- 
tal. 

No  obstante,  no  existe  ninguna  función  continua  en  [a,  6]  que  sea  el  límite  en 
media  de  esta  secuencia  de  Cauchy.  En  efecto,  si  x(t)  fuese  el  límite  en  media  de  la 
secuencia,  tendríamos 

rb  re— 6 

/ \%k{t)  — x(t)\2  dt  > I |xfc(í)  — x(f)|2  dt  — ¥ 0 (2.3.10) 

Ja  Ja 
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cuando  k —>  oo.  Como  las  Xk(t)  convergen  uniformemente  a 0 en  ese  intervalo,  y 
la  convergencia  uniforme  implica  convergencia  en  media,  la  unicidad  del  límite  en 
media  requiere  que  x(t)  = 0 , t E [a,  c — ú],  para  todo  S > 0.  Idéntico  razonamiento 
permite  concluir  que  x(t)  = 1 , t E [c  + ó,  6],  para  todo  ó > 0. 

En  consecuencia,  independientemente  del  valor  que  tome  en  í = c,  el  límite  en 
media  de  esa  secuencia  es  una  función  discontinua  en  ese  punto, 


í 0 , t E [a,  c) , 
\ 1 , t e (c,  b\ . 


(2.3.11) 


Esta  función  no  es  un  elemento  del  espacio  C2(a,  b ) en  el  que  estamos  trabajando. 


Lema  2.10.  Toda  secuencia  fundamental  es  acotada. 

Sea  {xk  , k = 1,2,...}  una  secuencia  de  Cauchy  y sea  2 € E un  vector  arbitrario 
del  espacio  euclídeo.  Para  un  dado  £ > 0 existe  un  natural  N tal  que  si  k > N en- 
tonces p(xN,Xk)  < £.  Si  además  llamamos  M = máximo  {p(z,Xk) , k = 1,2,...,  N} 
tenemos 

p{z,  Xk)  < p(z,  %n)  + p(xN,x k)  < M + £,  Vk  > N , (2.3.12) 

por  lo  que  la  secuencia  es  acotada.  □ 


2.4.  Espacios  completos 


Un  espacio  euclídeo  E se  dice  completo  si  toda  secuencia  fundamental  en  E es 
convergente. 


Todo  espacio  euclídeo  de  dimensión  finita  es  completo.  En  efecto,  consideremos 
una  secuencia  de  Cauchy  arbitraria  en  un  espacio  de  dimensión  n,  generado  por  la 
base  ortonormal  {ei, . . . , en}, 

Xk  = ei  H h en  , k € N . (2.4.1) 


Entonces, 


p(*fc,a:i)2  = 53kfc)-ííí) 


> 


j=i 


(2.4.2) 


> » {4°  - tí0}2  + 3 {4°  - íf}\  * = 1, 2, . . . , n . 

Por  lo  tanto,  la  secuencia  de  números  complejos  , k € N}  es  fundamental  y,  por 
el  criterio  de  Cauchy,  tiene  un  límite:  3 £b)  g C tal  que 
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Esos  n números  definen  un  vector 


x = £(1)  ei  + ---  + £(n)  e„eE, 


(2.4.4) 


que  es  el  límite  de  la  secuencia.  En  efecto, 

p(xfc,x)2=¿tóJ)-£ü) 


-)>  0 


j=i 


(2.4.5) 


cuando  k — > oo  (dado  que  es  una  suma  finita  de  términos  que  se  anulan  en  ese 
límite). 

Por  lo  tanto,  toda  secuencia  fundamental  en  un  espacio  euclídeo  de  dimensión 
finita  tiene  límite,  de  modo  que  ese  espacio  es  completo. 


Por  otra  parte,  hemos  visto  en  la  Sección  2.3  que  el  espacio  C2(a,  6)  no  es  com- 
pleto. Esto  plantea  la  pregunta  acerca  de  la  existencia  de  espacios  completos  de 
dimensión  infinita,  que  el  ejemplo  tratado  en  la  siguiente  Sección  responde  afirma- 
tivamente. 


2.5.  El  espacio  £2 


El  espacio  £2  se  define  como  el  conjunto  de  las  secuencias  de  números  reales 
tales  que  la  suma  de  sus  cuadrados  es  una  serie  convergente, 


C2=\x  = {?<■>,  i e N}  I Y,  (f®)2  < oo  > • 


(2.5,1) 


¿=1 


Este  conjunto  resulta  un  espacio  lineal  respecto  de  las  operaciones  de  suma  y 
producto  definidas  de  modo  que,  para  a E M, 

x = (éi] , ¿e  N},  y = Wi),  te  N},  (2.5.2) 


con 


entonces 


¿ (C(i))2  < 00  i ¿ (^(¿))2  < 00  i 
2=1 

ax  :=  (a£Ó)  ? 


2=1 


(2.5.3) 


(2.5.4) 


x + y :=  {£ú)  + r , i E N}  . 

Es  evidente  que  elementos  de  la  forma  xm  = {£(*)  = Slm , i E N},  con  m E N, 
son  linealmente  independientes.  En  consecuencia,  el  espacio  £2  no  tiene  dimensión 
finita. 


Este  espacio  resulta  euclídeo  respecto  del  producto  escalar 

OO 

(x,  y)  :=  ^ V(l)  ■ 

2=1 


(2.5.5) 
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Para  verificar  que  estas  definiciones  tienen  sentido,  consideremos  primero  la  serie 
que  define  el  producto  escalar.  La  diferencia  en  valor  absoluto  de  dos  de  sus  sumas 
parciales, 


'N+M 


>JV 


N+M 

E 

i=N+l 


V 


« 


N+M 


1/2 


N+M 


1/2 


< E (í(,))  E W0)' 


(2.5.6) 


,í=JV+l 


<i=N+l 


como  consecuencia  de  la  desigualdad  de  Cauchy  - Schwarz  en  K;U.  Ahora  bien, 
dentro  de  cada  una  de  las  llaves  del  miembro  de  la  derecha  de  (2.5.6)  aparece  la 
diferencia  de  dos  sumas  parciales  de  una  serie  convergente  (ver  ec.  (2.5.3)).  Esas 
sumas  parciales  forman  una  secuencia  fundamental,  de  modo  que  el  miembro  de  la 
derecha  tiende  a 0 cuando  N — » oo,  para  todo  M. 

En  esas  condiciones,  la  sucesión  de  sumas  parciales  de  la  serie  en  (2.5.5)  satisface 

que 

Jim  (sN+u  - SN)  = 0 , VAÍ  e N , (2.5.7) 

y,  por  el  criterio  de  Cauchy,  tiene  límite.  Por  lo  tanto,  el  producto  escalar  en  (2.5.5) 
está  definido  para  todo  par  de  elementos  de  C2. 

Este  producto  es  simétrico  y positivo  definido.  Además, 


OO 

(a?, x)  = ^ (£(í))2  =0^x=0=  {£«  = 0 , ieN},  (2.5.8) 

i=l 

por  ser  una  serie  de  términos  no  negativos. 


Consideremos  ahora  la  suma  de  elementos  de  C2  en  (2.5.4).  Tenemos  que,  para 
todo  M, 

N+M  N+M  N+M  N+M 

E E (í“’)2+2  £ í“y‘>+  e O/0)2,  i2-5-9) 

i=N+ 1 i=N+l  i=N+l  i=N+ 1 

donde  el  miembro  de  la  derecha  tiende  a 0 cuando  N — » oo,  dado  que  cada  término 
es  la  diferencia  de  dos  sumas  parciales  de  una  serie  convergente  (ec.  (2.5.3)  y (2.5.5)). 
En  consecuencia,  por  el  criterio  de  Cauchy,  existe  el  límite  de  la  serie 

OO 

^2  (£W  + *7(i))2  < 00  • (2.5.10) 

í=i 

Por  lo  tanto,  con  la  definición  de  (2.5.4),  x + y E C2  , V x,y  E C2.  Además,  es 
inmediato  mostrar  que  también  ax  € C2. 


En  conclusión,  C2  es  un  espacio  euclídeo.  En  lo  que  sigue  mostraremos  que  es  un 
espacio  completo. 
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Consideremos  una  secuencia  fundamental  arbitraria  en  £2,  {^1,^2,  , xk,  • • • }, 

donde 

xk  = {£\  ¿eN}  . (2.5.11) 

Entonces, 

00  2 

p(xk,  Xi )2  = ^2  (4°  - ->0,  k,l -too.  (2.5.12) 

i=l 

Dado  que  se  trata  de  una  serie  de  términos  no  negativos,  debe  ser 

uSL  (tí°  " tí0)  = 0 ■ Vi  e N • (2.5.13) 

En  consecuencia,  para  todo  i = 1,2,...,  obtenemos  la  secuencia  fundamental 
, k E N}  que,  por  el  criterio  de  Cauchy,  tiene  límite:  € M.  tal  que 

í“>  = lím  . (2.5.14) 

K—tOO 

Con  esos  límites  puede  formarse  la  secuencia  x = {£(*) , i E N}. 


Para  mostrar  que  x así  definido  es  un  elemento  de  £2,  recordemos  que  toda 
secuencia  de  Cauchy  es  acotada.  Por  lo  tanto,  V k tenemos 

00  2 

p(xk,  O)2  = ^ (Ó°)  <K<  00  , (2.5.15) 

í=i 


donde  K no  depende  de  k.  Entonces,  ViVeN  fijo  resulta  que 

2=1 

Tomando  el  límite  de  esa  suma  finita  para  k — »•  00  obtenemos 
Um  ¿ (íi11)2  = ¿ (í(i))2  < K , VJV  e N . 

°°  i=  1 ¿=1 


Entonces,  en  el  límite  N -»  00  obtenemos 

N 

N-*00 


lím  ¿ (e(i))2  = ¿ (^(í))2  <K<oo^xeC2. 


2=1 


2=1 


(2.5.16) 


(2.5.17) 


(2.5.18) 


Ahora  mostraremos  que  este  vector  x E £2  es  el  límite  de  la  secuencia  funda- 
mental en  (2.5.11).  Para  ello,  tengamos  en  cuenta  que,  dado  £ > 0, 

00  2 

P(xk,  x¡)2  = ¿ (4t}  - £i(<))  < | > 

2=1 


(2.5.19) 
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para  k,  l suficientemente  grandes.  Tratándose  de  una  serie  de  términos  no  negativos, 
ella  es  mayor  o igual  que  cualquiera  de  sus  sumas  parciales.  Podemos  entonces 
escribir  que 


E(«í‘,-«í‘,)2<|-VJVeN- 

t=i 


(2.5.20) 


Si  ahora,  con  N fijo,  tomamos  el  límite  de  esta  suma  finita  para  l — > oo  resulta 


N 


N 


tó’-tf»)'  = £ (Ú*  -ÍW)2  ^ VJVe  N. 

1=1  1=1 

para  todo  k suficientemente  grande. 

Finalmente,  tomando  el  límite  N ^ oo, 

N „ oo  „ 

«-£(<?>-<«)  = £(4‘>-í<*>) 


(2.5.21) 


(2.5.22) 


Í=1 


Í=  1 


para  todo  k suficientemente  grande. 

Por  lo  tanto, 

lím  p(r Efe,  x)  = 0 , 

fc— >oo 

y la  secuencia  de  Cauchy  considerada  converge  a un  elemento  de  £2. 


(2.5.23) 


En  conclusión,  toda  secuencia  fundamental  en  £2  es  convergente,  de  modo  que 
se  trata  de  un  espacio  euclídeo  completo. 

Veremos  ahora  que  el  espacio  £2  es  separable.  Para  ello  tengamos  en  cuenta  que, 
si  x = {£W  , i e N}  € £2,  dado  e > 0, 


£ (c“>f 


< OO 


i— 1 


£ (C>);  < 5 

i=N+l 


(2.5.24) 


para  N suficientemente  grande. 
Por  otra  parte,  sea 


q = . . . , q^\ 0, 0, . . . } E £2  ) 

donde  los  racionales  q W e Q son  elegidos  de  manera  que 

En  esas  condiciones, 


(2.5.25) 


(2.5.26) 


N 


^.9)2  = £(í(i> -?“>)  + £ («">)  < 

i=N+l 


i=l 


< 


N 00  1 

EE  E E ^ -v  1 

21+í  2 < 2 2 * ~ £ ' 

i=l  ¿=o 


(2.5.27) 


2.6.  COMPLETAMIENTO  DE  ESPACIOS  EUCLIDEOS 


61 


Por  lo  tanto,  el  conjunto  de  elementos  de  la  forma  (2.5.25)  es  denso  en  C2. 
Además,  ese  conjunto  es  numerable,  dado  que  puede  establecerse  una  relación  bi- 
unívoca  entre  sus  elementos  y los  polinomios  con  coeficientes  racionales, 

q Q(t)  = qW  t°  + g(2)  t1  + • • • + q(N)  tN _1 , (2.5.28) 

los  que  forman  un  conjunto  numerable. 

En  conclusión,  C2  contiene  un  conjunto  denso  numerable,  es  decir,  es  separable. 

Un  espacio  euclídeo  de  dimensión  infinita,  completo  y separable  es  llamado  es- 
pacio de  Hilbert3. 

Ejemplo  2.7.  El  espacio  C2  es  un  espacio  de  Hilbert. 


2.6.  Completamiento  de  espacios  euclídeos 


Dos  secuencias  de  Cauchy,  {xk  , k = 1,2,...},  {yk , k = 1, 2, . . . } C E,  se  dicen 
coterminales  si 

lím  ||  xk  - yk  ||=  0.  (2.6.1) 

k—>  00 


Si  la  secuencia  fundamental  {xk , k = 1,2,...}  es  coterminal  con  la  secuencia 
{yk , k = 1,2,...},  y ésta  es  coterminal  con  {z*. , k = 1,2,...},  entonces  la  primera 
es  coterminal  con  la  segunda.  En  efecto, 

p{xk,  zk)  < p{xk , yu)  + p(yk,  zk) . (2.6.2) 

Evidentemente,  esto  corresponde  a una  relación  de  equivalencia,  en  la  que  dos 
secuencias  están  en  la  misma  clase  de  equivalencia  si  y sólo  si  son  coterminales. 

El  conjunto  É de  las  clases  de  equivalencia  de  secuencias  coterminales  en  el 
espacio  euclídeo  E,  X = {{x¿, , k = 1, 2, . . . } C E | coterminales},  se  estructura 
como  un  espacio  lineal  respecto  de  las  operaciones  lineales  definidas  a continuación: 

■ Dados  X,  Y E E,  tomamos  dos  secuencias  representativas, 
{x*;}  E X,  {yk}  E Y,  y con  ellas  formamos  la  secuencia  {zk  = Xk  + yk}- 
Esta  secuencia  es  también  fundamental, 

II  Zk  ~ z¡  ||  < ||  xk  - xi  ||  + ||  yk  - yi  ||->  0 , k,  l -*  00  , (2.6.3) 

y en  consecuencia  pertenece  a cierta  clase  Z E E. 

3David  Hilbert  (1862  - 1943). 
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En  esas  condiciones,  se  define 

X + Y:=Z.  (2.6.4) 

Esta  definición  es  unívoca,  ya  que  si  {x'k}  E X,  {y'k}  E Y,  la  secuencia 
izk  = xfc  + y'k)  e % En  efecto, 

II  zk  - z'k  ||  < ||  xk  - xk  ||  + ||  Vk  ~ y'k  II-»  0 , k,l-¥  oo  . (2.6.5) 

■ Similarmente,  A X E É es  aquella  clase  a la  que  pertenece  la  secuencia  fun- 
damental {Azfc},  donde  {x^}  E X.  Resulta  inmediato  verificar  que  esta 
definición  también  es  unívoca. 

Queda  como  ejercicio  verificar  que  en  E se  satisfacen  los  axiomas  de  espacio 
vectorial. 

En  particular,  el  elemento  neutro  respecto  de  la  suma  es  la  clase  de  secuencias 
convergentes  a 0,  O.  En  efecto,  si  {x¿.}  E X y {yk}  E Ó , entonces 

lím  ||  ( xk  + yk)  - xk  ||  = lím  ||  yk  ||  = 0 =>  {xk  + yk}  E X . (2.6.6) 

k— >oo  k— too 


El  espacio  lineal  É puede  estructurarse  como  un  espacio  euclídeo  si  se  introduce 
un  producto  escalar  entre  clases  X,  Y E E.  Para  ello  consideremos  secuencias  funda- 
mentales representativas  de  cada  una  de  esas  clases,  {x*,}  E X,  {yk}  E Y,  y tomemos 
el  producto  escalar  (en  E)  de  sus  elementos  genéricos,  {(xk,  yk)  fc  = 1,2,...}.  Estos 
números  definen  una  secuencia  de  Cauchy  que,  en  consecuencia,  tiene  un  límite: 


(xk,yk)  - (xi,yi) 


(xk,yk-yi)  + ( xk 


*i,  yi) 


< 


< 


{xk,yk  - yi) 


+ 


(xjt  - xi,y¡ ) 


< 


(2.6.7) 


< II  xk  II II  yk  - yi  II  + II  xk  - %i  II II  yi  II  ->  o , k,  l oo , 


dado  que  toda  secuencia  fundamental  es  acotada. 

El  límite  de  esta  secuencia  numérica  sólo  depende  de  las  clases  seleccionadas  en 
E,  y no  de  las  secuencias  representativas  consideradas.  En  efecto,  sean  dos  secuencias 
coterminales  con  las  anteriores,  {x'fc}  E X y {yk}  E Y ; entonces 


t xk,yk ) - ( xk,yk ) 


ixk,  yk  - y'k)  + ixk  - x'k,  y'k) 


< 


< 


(xk,  yk 


y'k ) 


+ 


( xk  - x'k , y'k) 


< 


< II  xk  II II  yk  - i/k  ||  + ||  xk  - x^  ||  ||  y'k  ||  ->•  ° , M oo . 


(2.6.8) 
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En  esas  condiciones,  se  define 

{X,Y)  :=  lím  (a;*.,  yk)  (2.6.9) 

k-yoo 

Es  evidente  que  esta  definición  satisfacen  los  dos  primeros  axiomas  del  producto 
escalar  en  un  espacio  euclídeo.  En  cuanto  al  tercero,  para  {xk}  E X tenemos 

(xk,xk)  >0  =►  (X,X)  >0,  (2.6.10) 

y si 

(X,  X)  = 0 =>  lím  ||  xk  ||2=  0 =>•  xk  — » 0 =>  {xk}  E Ó , (2.6.11) 

es  decir,  X = O. 

El  espacio  Euclídeo  É así  conformado  tiene  las  siguientes  propiedades: 

■ É contiene  un  subespacio  EL  isomorfo  a E. 

En  efecto,  cada  vector  de  E puede  asociarse  de  manera  unívoca  con  la 
clase  de  secuencias  coterminales  que  lo  tienen  por  límite, 

x <->  Xx  = {{a;*}  | xk  ->  x}  , y -H-  Xy  = {{yfc}  | yk  ->  y)  • (2.6.12) 

Entonces 

ax  + /3 y a Xx  + (3 Xy , (2.6.13) 

y el  producto  escalar 

{Xxt  Xy)  = lím  (a*,  yk)  = (x,  y) . (2.6.14) 


■ El  subespacio  Ei  es  denso  en  E. 

Consideremos  una  secuencia  fundamental  E X E E.  Dado  s > 0, 
3 ./V  E N tal  que  si  k > N entonces  p(xk,  x jv)  < |. 

Sea  XXN  E E[  la  clase  de  las  secuencias  que  convergen  a x^.  En  particu- 
lar, XXN  contiene  la  secuencia  {x¡y,  x¡y, . . .}.  Entonces 

||  X - XXN  ||  = lím  ||  xk  - xN  ||  < ^ < £ . (2.6.15) 

Por  lo  tanto,  todo  elemento  de  É es  un  punto  límite  de  Ex. 

■ El  espacio  É es  completo. 

Consideremos  una  secuencia  fundamental  {X*.}  C É, 

II  Xk  - Xi  ||  < Vfc,Z  > n0(e) , Ve  > 0.  (2.6.16) 

Si  {xfcir}  E Xk  y {x¿>r}  e Xt,  con  k,l  > no(e), 

€ € 

lím  ||  xkr  - xitr  II  < - =>  II  xk<r  - Xir  ||  < - , V r > r0(e) . 

r-t  oo  ¿ ¿ 


(2.6.17) 
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Sea  yk  = Xk,k,  y llamemos  N(e)  = máximo  {rio(í),  ro(í)}.  Entonces,  si 
kj  > N(e), 

£ 

II  Vk  - Vi  ||  = ||  Xk,k  - xi,i  II  < 2 • (2.6.18) 

Por  lo  tanto,  la  secuencia  {y*.}  es  fundamental,  y pertenece  a cierta  clase 

Y EÉ. 

Ahora  bien,  si  k > N(e), 

||  Xk  - Y ||  = lím  ||  xk,i  - yi  ||  < | < e,  Ve>  0.  (2.6.19) 

l— too  Z 

En  consecuencia,  Y = lím^ocA*.,  lo  que  muestra  que  toda  secuencia  de 
Cauchy  en  É tiene  un  límite  en  ese  espacio. 

Podemos  resumir  estos  resultados  en  el  siguiente  teorema. 

Teorema  2.1.  Dado  un  espacio  euclídeo  de  dimensión  infinita  E (en  general, 
no  completo),  existe  un  espacio  euclídeo  completo  É,  llamado  completamiento  de 
E,  que  contiene  un  subespacio  denso  isomorfo  a E. 

Finalmente  señalemos  que,  dados  dos  espacios  euclídeos  isomorfos  E y E',  sus 
completamientos  E y E'  también  son  isomorfos  entre  sí. 

2.7.  La  integral  de  Lebesgue 

Hemos  visto  que  el  espacio  C2(a,  b ) no  es  completo,  en  el  sentido  de  que  no  toda 
secuencia  fundamental  en  C2(a,  b)  converge  en  media  a una  función  continua.  No 
obstante,  en  virtud  del  Teorema  2.1,  sabemos  que  es  posible  construir  (de  manera 
abstracta)  un  completamiento  para  ese  espacio,  C2(a,  6),  que  contiene  un  subespacio 
denso  isomorfo  a C2(a,  b). 

Veremos  que  es  posible  dar  a C2(a,  b)  un  significado  concreto,  interpretándolo 
como  el  conjunto  de  cierta  clase  de  funciones. 

En  particular,  la  integral  de  Riemann4 *  (definida  para  funciones  continuas)  ha  sido 
una  herramienta  esencial  para  definir  el  producto  escalar  en  C2(a,b).  La  necesidad 
de  incorporar  al  espacio  funciones  más  generales  hace  necesario  generalizar  también 
ese  producto  escalar,  expresándolo  en  términos  de  la  integral  de  Lebesgue0. 

El  desarrollo  de  la  teoría  de  la  integral  de  Lebesgue6  excede  las  posibilidades  de 
este  curso,  por  lo  que  nos  contentaremos  con  dar  aquí  sólo  una  presentación  intuitiva 
de  ese  concepto  que,  no  obstante,  será  suficiente  para  nuestro  propósito. 

4Georg  Friedrich  Bernhard  Riemann  (1826  - 1866). 

°Henri  León  Lebesgue  (1875  - 1941) 

6Ver,  por  ejemplo,  G.  Ye.  Shilov,  Mathematical  Analysis. 
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Diremos  que  un  conjunto  de  puntos  A C [a,  fe]  tiene  medida  menor  que  un 
número  £ > 0 si  A puede  ser  contenido  en  un  conjunto  (finito  o infinito  numerable) 
de  intervalos  cuya  longitud  total  sea  menor  que  £. 

Ejemplo  2.8.  El  conjunto  de  los  números  racionales  tiene  medida  menor  que 
cualquier  número  positivo  e. 

En  efecto,  siendo  un  conjunto  numerable,  Q = {qi,  <72, . . . },  el  fc-ésimo  racional 
puede  ser  contenido  en  un  intervalo  de  longitud  < e/2k,  de  manera  tal  que  la  longitud 
total  de  esos  intervalos  será  menor  que 

OO 

fc=i  z 


Un  conjunto  de  medida  menor  que  cualquier  número  positivo  se  dice  de  medida 
nula. 

Una  función  f(t),  definida  en  un  intervalo  [a,  fe],  se  dice  medible  si,  VA  > 0,  ella 
puede  ser  redefinida  en  un  conjunto  de  medida  menor  que  £ del  intervalo  [a,  fe]  de 
manera  tal  que  la  función  resultante  sea  continua. 


Ejemplo  2.9.  Una  función  con  un  número  finito  de  discontinuidades  aisladas  es 
medible.  Basta  con  redefinir  adecuadamente  a la  función  en  un  entorno  suficiente- 
mente pequeño  de  cada  punto  de  discontinuidad  para  obtener  una  función  continua. 


Ejemplo  2.10.  Una  función  con  una  singularidad  aislada,  como 


m 


t a , para  0 < t < 1 , 
0 , para  t = 0 , 


(2.7.2) 


con  a > 0,  es  medible.  Ella  puede  ser  redefinida  en  el  intervalo  (0,  £),  por  ejemplo, 
como  una  función  lineal  que  se  anule  en  el  origen  y tome  el  valor  £~a  en  t = £.  De 
esa  manera  se  obtiene  una  función  continua  en  el  intervalo  [0, 1]  para  todo  £ > 0. 


Ejemplo  2.11.  La  función  de  Dirichlet,  definida  en  el  intervalo  [0, 1] 


como 


x(t) 


1,  Ví  e Q, 
0,  Ví^Q, 


(2.7.3) 


es  una  función  medible.  En  efecto,  el  conjunto  de  los  números  racionales  puede 
ser  contenido  en  un  subconjunto  de  [0, 1]  de  medida  menor  que  cualquier  £ > 0. 
Redefiniendo  allí  adentro  a la  función,  por  ejemplo,  como  tomando  valores  nulos  se 
obtiene  una  función  continua,  idénticamente  nula. 
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2.7.1.  Noción  de  integral  de  Lebesgue.  Consideremos  una  función  medi- 
óle en  el  intervalo  [a,  fe],  /(£),  que  toma  valores  no  negativos.  Entonces,  dada  una 
secuencia  de  números  positivos  £*,  — > 0,  para  cada  k podemos  construir  una  fun- 
ción continua  /¿.(i),  que  también  tome  valores  no  negativos,  y que  sólo  difiera  de  la 
anterior  en  un  conjunto  de  medida  menor  que  £*.. 

Si  esas  funciones  fk(t)  pueden  ser  construidas  de  manera  tal  que  sus  integrales 
(en  el  sentido  de  Riemann)  tengan  una  cota  superior  común,  entonces  la  función 
/(£)  se  dice  sumable  o integrable  en  el  sentido  de  Lebesgue. 

En  ese  caso,  se  puede  demostrar  que  las  funciones  /*.(£)  pueden  ser  elegidas  de 
modo  que  sus  integrales  formen  una  secuencia  convergente  cuyo  límite,  no  obstante, 
puede  depender  de  la  esa  elección. 


En  efecto,  si  la  función  /(£)  ha  sido  modificada  en  un  intervalo  A,  de  longitud  6, 
a los  efectos  de  obtener  mía  función  continua  /*.(£),  nada  impide  sumarle  a /*.(£)  una 
función  continua  no  negativa,  que  se  anule  fuera  de  A y cuya  gráfica  sea,  por  ejemplo, 
un  triángulo  de  base  S y altura  2c/ 5,  con  c > 0.  Esa  modificación  incrementa  en  c 
el  valor  de  su  integral, 


dt  — ^ c -f~ 


(2.7.4) 


Entonces,  el  límite  de  la  secuencia  de  integrales  puede  ser  incrementado  arbitra- 
riamente. Pero  la  condición  /*.(£)  > 0 impide  que  pueda  ser  disminuido  arbitraria- 
mente. 

En  esas  condiciones,  se  define  la  integral  de  Lebesgue  de  f(t ) (y  se  la  denota  por 
el  mismo  símbolo  que  la  integral  de  Riemann)  como  la  mayor  cota  inferior  o ínfimo 
del  conjunto  de  valores  posibles  para  el  limite  de  la  secuencia  de  integrales  de  las 
funciones  fk(t), 

lím  f 
Ja 

donde  deben  tenerse  en  cuenta  todas  las  posibles  elecciones  de  las  funciones  fk(t). 


fk(t)  dt 


(2.7.5) 


Con  esa  definición,  se  puede  demostrar  que  si  una  función  que  toma  valores  no 
negativos  f(t)  tiene  mía  integral  de  Riemann  (porque  es  continua),  o una  integral 
de  Riemann  impropia  (como  es  el  caso  de  una  función  con  una  discontinuidad,  o 
con  una  singularidad  integrable  /(£)  = A",  con  0 < a < 1),  entonces  también  es 
sumable,  y su  integral  de  Lebesgue  coincide  con  su  integral  en  el  sentido  de  Riemann. 

Similarmente,  una  función  no  negativa  que  tiene  una  singularidad  no  integrable, 
/(£)  = £~“,  con  a > 1,  tampoco  es  integrable  en  el  sentido  de  Lebesgue  dado  que, 
en  ese  caso,  las  integrales  de  las  funciones  /*,(£)  no  están  acotadas. 
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No  obstante,  existen  funciones  que  no  tienen  una  integral  de  Riemann  (ni  propia 
ni  impropia)  pero  que  sí  son  integrables  en  el  sentido  de  Lebesgue. 

Un  ejemplo  es  la  función  de  Dirichlet,  ec.  (2.7.3).  Esta  función  no  es  integrable 
en  el  sentido  de  Riemann,  porque  el  límite  de  las  integrales  de  funciones  escalonadas 
que  aproximan  a %(í)  por  arriba  no  coincide  con  el  límite  de  las  que  la  aproximan 
por  abajo. 

Pero  esta  función  medible  puede  ser  modificada  en  conjuntos  de  medida  arbitra- 
riamente pequeña,  de  modo  de  obtener  una  secuencia  de  funciones  continuas  Xk{t) 
cuyas  integrales  estén  acotadas.  La  elección  de  estas  funciones  que  conduce  a los 
mínimos  valores  posibles  para  sus  integrales  corresponde  a tomar  Xfc(í)  = 0 para 
todo  k.  Entonces, 

í x(í) dt  = Inf  ( lím  í xfc(í)díl=0.  (2.7.6) 

70  {k^roc  JQ  J 


Lema  2.11.  Si  f(t ) > 0 es  una  función  integrable  de  Lebesgue  y 0 < g(t ) < f(t), 
entonces  g{t)  también  es  sumable  y su  integral  satisface 


0 < 


(2.7.7) 


Una  función  medible  /(£),  que  toma  valores  tanto  positivos  como  negativos,  se 
dice  sumable  si  su  valor  absoluto  |/(í)|  es  sumable. 

En  ese  caso,  por  la  propiedad  anterior,  las  funciones 


/+(*)  = max {(),/(£)}  < |/(í)|, 
f-(t)  = max{0,  -f(t)}  < |/(í)| , 


(2.7.8) 


que  toman  valores  no  negativos,  son  integrables  de  Lebesgue.  Dado  que  f(t)  = 
f+(t)  — /-(í),  se  define  la  integral  de  Lebesgue  de  esa  función  como 


í f(t)  dt  :=  í f+(t)dt-  í f-[t)  dt . 

Ja  Ja  Ja 


(2.7.9) 


Si  la  función  f(t ) toma  valores  complejos,  y su  módulo  |/(í)|  es  sumable,  entonces 
se  define 

í f(t)  dt  :=  í &{f(t)}  dt  + i f %{f(t)}dt.  (2.7.10) 

Ja  Ja  Ja 
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Se  puede  demostrar  que  la  integral  de  Lebesgue  así  definida  tiene  las  mismas 
propiedades  de  linealidad  que  la  integral  de  Riemann, 

í {af(t)  + f3g(t)}  dt  = a f f(t)dt  + pí  g(t)  dt . (2.7.11) 

Ja  Ja  Ja 


2.8.  El  espacio  L2 (a,  £>) 

Se  llama  L2(a,  b)  al  espacio  de  las  funciones  f(t)  medibles  en  el  intervalo  [a,  b\. 
cuyos  módulos  al  cuadrado  son  sumables, 

rb 

|/(£)|2  dt  < 00  . (2.8.1) 


/ 


Este  conjunto  se  estructura  como  un  espacio  lineal  respecto  de  las  operaciones 
usuales  de  suma  de  funciones, 


(f  + g)(t)  :=  f(t)+g(t), 
y producto  de  funciones  por  números, 


(2.8.2) 


(a /)(*):=  «/(*)•  (2.8.3) 

Quisiéramos  hacer  de  él  un  espacio  euclídeo  introduciendo  un  producto  escalar 
similar  al  del  espacio  C2(a,b ),  pero  empleando  la  integral  de  Lebesgue, 


:=  í f{t)*g(t)dt. 
Ja 


(2.8.4) 


Primero  verifiquemos  que  esa  integral  existe  para  todo  par  de  funciones  f(t)  ,g(t ) E 
L2(a,  b).  Para  ello  tengamos  en  cuenta  que 

o < (l/WI  - lí(í)l)2  =>  | /{í ) ff(t) | < | (|/(t)p  + Ia(í)|2)  , (2.8.5) 

de  donde  resulta  que  (f(t)*g(t))  es  sumable  (ver  Propiedad  2.11). 

Si  ahora  consideramos  la  suma  de  dos  funciones  f(t),g(t)  E L2(a,  6), 

f(t)+g(t)2=  f(t)2  + 2f(t)g(t)  + g(t)> 


< 


(2.8.6) 


< 


m 


+2 


+ a(t) 


de  donde  resulta  que  (/  + g)(t)  E L2(a,  b),  que  es  lo  que  debe  ocurrir  en  un  espacio 
lineal. 

En  particular,  el  elemento  neutro  respecto  de  la  suma  es  la  función  idénticamente 
nula  0(f). 
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Por  otra  parte,  de  la  definición  de  producto  escalar,  ec.  (2.8.4),  y de  las  propie- 
dades de  linealidad  de  la  integral  de  Lebesgue,  ec.  (2.7.11),  resulta  inmediato  probar 
que  se  satisfacen  los  dos  primeros  axiomas  del  espacio  euclídeo. 

En  cuanto  al  tercero, 


|/(()|2>o^  (m,m)  = [\m\2<*>o.  (2.8.7) 

Pero  si  (/(*),/(<))  = 0,  no  podemos  concluir  de  ello  que  f(t ) = 0(í),  puesto  que 
hemos  visto  que  existen  funciones  a valores  no  negativos  que  (como  la  función  de 
Dirichlet)  tienen  una  integral  de  Lebesgue  nula  a pesar  de  no  ser  idénticamente 
nulas.  Esto  crea  una  dificultad  con  la  segunda  parte  de  este  axioma. 


Sin  embargo,  se  puede  demostrar  que  una  función  a valores  no  negativos,  u(t)  > 
0 , Vi,  tiene  una  integral  de  Lebesgue  nula  sí  y sólo  si  ella  difiere  de  0 en,  a lo  sumo, 
un  conjunto  de  medida  nula, 

u(t)  dt  = 0 <=>  u(t)  = 0 , a.e.  (2.8.8) 


(donde  la  abreviatura  a.e.  significa  en  casi  todo  punto  - almost  everywhere) . 

En  particular,  esto  implica  que  la  distancia  (derivada  del  producto  escalar  defini- 
do en  la  ec.  (2.8.4))  entre  dos  funciones  f(t),g(t)  €E  L2(a,  b ) es  cero  si  esas  funciones 
difieren  sólo  en  un  conjunto  de  medida  nula, 

rb 


f{t)  = 9(t) , ae- 


s>- 


9(t) 


dt  = 0 . 


(2.8.9) 


A pesar  de  no  ser  idénticas,  tales  funciones  deberían  ser  consideradas  como  el  mismo 
vector  del  espacio  euclídeo. 


Esto  sugiere  identificar  a todas  las  funciones  de  (módulo)  cuadrado  integrable 
que  difieran  unas  de  otras  en,  a lo  sumo,  un  conjunto  de  medida  nula  con  un  mismo 
elemento  del  espacio.  En  particular,  toda  función  nula  en  casi  todo  punto  sería 
entonces  equivalente  al  vector  nulo  0(í),  con  lo  que  también  se  satisfaría  el  tercer 
axioma  del  producto  escalar. 


Para  ser  más  precisos:  interpretamos  a los  elementos  del  espacio  L2(a,  b)  no  como 
funciones  individuales,  sino  como  clases  de  equivalencia  de  funciones  de  cuadrado 
sumable,  donde  dos  funciones  están  en  la  misma  clase  si  coinciden  en  casi  todo  punto 
(es  decir,  si  sólo  difieren  en,  a lo  sumo,  un  conjunto  de  medida  nula). 

Las  operaciones  lineales  entre  clases  se  definen  a partir  de  las  operaciones  sobre 
funciones  representativas  de  cada  clase,  siendo  la  clase  resultante  independiente  de 
esta  elección.  En  efecto,  cambiar  de  funciones  representativas  produce  un  resultado 
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que  coincide  con  el  anterior  en  casi  todo  punto,  y entonces  pertenece  a la  misma 
clase  de  equivalencia. 

Finalmente,  el  producto  escalar  entre  elementos  de  L2(a,  b)  se  define  como  en 
la  ec.  (2.8.4),  a partir  de  dos  funciones  representativas  de  las  clases.  Esto  también 
resulta  independiente  de  esa  elección,  dado  que  cambiar  de  función  en  una  clase 
corresponde  a cambiar  el  integrando  en,  a lo  sumo,  un  conjunto  de  medida  nula,  lo 
que  no  altera  el  valor  de  la  integral. 

Con  esta  interpretación,  L2(a,  b)  resulta  un  espacio  euclídeo. 

Por  otra  parte,  se  puede  demostrar  que  las  funciones  continuas,  que  participan 
en  la  definición  de  la  integral  de  Lebesgue 

£\m\1dt  = h¡ííumj'\fk(t)fát\  . f(t)eU(a,b),  (2.8.10) 

pertenecen  a clases  de  equivalencia  que  forman  un  subespacio  denso  en  L2(a,6). 
Evidentemente,  este  subespacio  es  isomorfo  a C2(a,  b). 

Dado  que  C2(a,  b)  es  mi  espacio  euclídeo  de  dimensión  infinita  y separable  (con- 
tiene un  conjunto  denso  numerable),  también  lo  es  L2(a,  b ). 

Finalmente,  se  puede  demostrar  el  siguiente 

Teorema  2.2.  (de  Riesz  y Fischer f L2(a,  b)  es  un  espacio  euclídeo  completo. 

Por  lo  tanto,  L2(a,  b)  es  un  espacio  de  Hilbert  (espacio  euclídeo  de  dimensión 
infinita,  completo  y separable),  isomorfo  al  completamiento  de  C2(a,  b). 

Esta  construcción  puede  ser  generalizada  al  caso  de  varias  variables. 

Consideremos,  por  ejemplo,  funciones  de  dos  variables,  f(t,s),  definidas  en  la 
región  [a, 6]  x [c, d\.  Un  conjunto  de  puntos  de  ese  rectángulo  tiene  medida  menor 
que  £ > 0 si  puede  ser  contenido  en  un  conjunto  finito  o infinito  numerable  de 
rectángulos  de  área  total  menor  que  e. 

La  definición  de  funciones  medibles  y sumables  es  enteramente  similar  a la  del 
caso  de  una  variable,  así  como  la  definición  de  integral  de  Lebesgue,  que  se  denota 
por  el  mismo  símbolo  que  la  integral  de  Riemann,  Jd/(í,  s ) dtds. 

El  conjunto  de  las  clases  de  equivalencia  de  funciones  de  (módulo)  cuadrado  su- 
mable  en  la  región  [a,  b]  x [c,  d\  conforma  un  espacio  de  Hilbert  llamado  L2  ((a,  b)  x (c,  d)). 

El  siguiente  resultado  permite  calcular  integrales  de  Lebesgue  dobles  como  inte- 
grales iteradas,  como  en  el  caso  de  integrales  de  Riemann  dobles. 


"Frigyes  Riesz  (1880  - 1956).  Ernst  Sigismund  Fischer  (1875  - 1954). 
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Teorema  2.3.  (de  Fubinif  Sea  f(t,s ) una  función  sumable  en  el  rectángulo 
a < t < b,  c < s < d.  Entonces,  para  t fijo,  f(t , s)  es  una  función  sumable  de  la 
variable  s en  el  intervalo  [c,  d\ , excepto  posiblemente  para  un  conjunto  de  medida 
nula  de  valores  de  t.  Su  integral  de  Lebesgue 

F(t)  = t f(t,s)  ds  (2.8.11) 

( que  existe  en  casi  todo  punto ) es  una  función  sumable  de  la  variable  t,  cuya  integral 
coincide  con  el  valor  de  la  integral  doble, 

rb  rb  f rd  rb  rd 

/ F(t)dt=  / < / f(t,s)ds>dt=  / / f{t,s)dtds.  (2.8.12) 

Ja  Ja  \Jc  ) Ja  Je 

Similarmente,  la  integral  f{t,  s)  dt  existe  para  casi  todos  los  valores  de  s,  y 
define  una  función  sumable  tal  que 


ÍÁt 


f{t , s)  dt  > ds 


ná 


f{t , s)  dt  ds  . 


(2.8.13) 


2.9.  Complementos  ortogonales 

El  Lema  1.3  muestra  la  existencia  del  complemento  ortogonal  de  cualquier  sub- 
espacio de  dimensión  finita.  En  lo  que  sigue  mostraremos  que  en  un  espacio  euclídeo 
completo  es  posible  realizar  una  descomposición  similar  respecto  de  un  subespacio 
arbitrario. 

Lema  2.12.  Si  x € E es  un  vector  ortogonal  a un  subespacio  FcE,  entonces  x 
es  también  ortogonal  a su  clausura,  ilF. 

En  efecto,  si  y e F,  entonces  y = lím*,-^  y^,  con  i/j.  e F,  V k E N.  En  esas 
condiciones,  por  la  continuidad  del  producto  escalar, 

{x,  y)  = lím  (x,  yk)  = 0 , (2.9.1) 

fe— ^ OO 

dado  que  x _L  yk  , V k.  Por  lo  tanto,  x 1 y , Vy  € F,  es  decir,  x ± F.  □ 

Esto  implica,  en  particular,  que  no  existe  ningún  vector  no  nulo  que  sea  ortogonal 
a un  subespacio  F denso  en  E.  Eso  es  así  porque,  si  x _L  F =>  x _L  E C F.  Entonces, 
x 1 x =$■  x = 0. 

En  esas  condiciones,  será  suficiente  considerar  subespacios  cerrados  (recordemos 
que,  en  particular,  todo  subespacio  de  dimensión  finita  es  cerrado).  También  nece- 
sitaremos la  siguiente  propiedad. 

8Guido  Fubini  (1879  - 1943) 
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Lema  2.13.  (del  paralelogramo)  Dados  dos  vectores  x,  y E E,  vale  la  relación 

II*  + Z/||2  + II*-2/||2=  2 ||  X II2 +2  ||  y II2  (2.9.2) 


(es  decir,  la  suma  de  los  cuadrados  las  longitudes  de  las  diagonales  de  un  paralelo- 
gramo  es  igual  a la  suma  de  los  cuadrados  de  las  longitudes  de  los  lados). 

En  efecto, 


\\  x + y \\2  + \\  x - y \\2  = (x  + y,  x + y)  + (x  - y,  x - y)  = 
= 2(x,  x)  + 2 {y,  y)  = 2 ||  x ||2  + 2 ||  y ||2  . 


(2.9.3) 

□ 


Lema  2.14.  Consideremos  un  subespacio  cerrado  F de  un  espacio  euclídeo  com- 
pleto E.  Todo  vector  x E E puede  ser  expresado  como  la  suma  de  dos  vectores, 
x = u + v,  donde  u E F y v 1 F.  Además,  esos  dos  vectores  están  unívocamente 
definidos. 

Sea 

d = Inf{!/eF}  {p(x,y)}  > 0.  (2.9.4) 

Si  d = 0,  entonces  x es  un  pinito  límite  de  F =>■  x E F,  por  ser  F cerrado. 

Supongamos  que  x £ F =>•  d > 0.  Eso  quiere  decir  que  existen  en  F vectores 
cuya  distancia  ai  es  mayor  que  d,  pero  tan  próxima  como  se  quiera  a ese  valor.  En 
esas  condiciones,  podemos  construir  una  secuencia  {yk  , k E N}  C F,  tal  que 

II  x ~ Uk  II  d cuando  k — > oo  . (2.9.5) 

Aplicando  el  Lema  2.13  podemos  escribir 

2 ||  x-yk  ||2  +2  ||  x - yi  ||2  = ||  2a:  — ( yk  + yt)  ||2  + ||  yk  - yi  ||2 , (2.9.6) 

de  donde  resulta  que,  VA;,  / € N. 

0 < ||  yk  - yi  ||2  < 2 { ||  * - yk  ||2  + ||  x - y¡  ||2}  - 4 d2  , (2.9.7) 

donde  hemos  tenido  en  cuenta  que 

2 

> d2 , (2.9.8) 

dado  que  ( yk  + yt)/2  E F. 

Ahora  bien,  por  construcción,  el  miembro  de  la  derecha  de  la  ec.  (2.9.7)  tiende  a 0 
cuando  k,  l — > oo,  de  donde  se  concluye  que  la  secuencia  {yk  , k E N}  es  fundamental. 


x — 


Vk  + Vi 
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Y como  E es  un  espacio  completo  y F es  cerrado,  existe  en  ese  subespacio  el  límite 
de  la  secuencia 

u = lím  ¡jk  & F . (2.9.9) 

k— xx> 

Sea  v = x — u.  Su  norma  es 

II  v II  = II  x ~ u II  = lím  ||  x — yk  ||  = d > 0 . (2.9.10) 

fc— >00 

Tomemos  ahora  un  vector  arbitrario  2 € F,  y consideremos  la  combinación 
v + Az  € F,  con  A € C.  Entonces,  el  cuadrado  de  su  distancia  respecto  del  vector 
x = u + ües 

\\  x — (v  + Xz)  ||2  = ||  ^ — Az  ||2  = 

(2.9.11) 

= II  u II2  ~ 2 3?  {A  (v,  z)}  + |A|2  \\zf><P, 
de  donde  resulta  que 

2 3?{A(u,z)}  < |A|2  ||  z ||2,  Vz  € F,VA  € C.  (2.9.12) 

Primero  tomemos  A el.  Entonces, 

f 25R{(u,z)}<A  ||  z ||2,  VA>0,  ] 

) i =>  5R{(u,z)}  = 0.  (2.9.13) 

( 23?{(u,z)}>A  ||  z ||2,  V A < 0 , J 

Si  ahora  tomamos  A = ifi,  con  /igK,  tenemos 
( 29{(u,z)}  > -fj,  ||  z ||2,  V/i  > 0,  \ 

< i^S{(u,z)}  = 0.  (2.9.14) 

[ 23{(ü,z)}  < -/i  ||  z ||2,  V/z  < 0 , J 

Por  lo  tanto, 

(v,z)  = 0,  Vze  F =>  v±F.  (2.9.15) 

Finalmente,  supongamos  que  x admite  otra  descomposición  de  la  forma  x = 
■ul  + v',  con  vi  € F y v'  1 F.  Entonces, 

0 = ||  (v  + v)  — (vi  + v ')  ||2  = ||  v - v'  ||2  + ||  v — v'  ||2  , (2.9.16) 

de  donde  resulta  que  v'  = v y v'  = v,  de  modo  que  la  descomposición  es  única.  □ 

Recordemos  que  el  conjunto  de  los  vectores  ortogonales  a un  subespacio  dado 
F C E forman  el  complemento  ortogonal  de  F,  que  es  un  subespacio  cerrado. 


Podemos  resumir  estos  resultados  en  el  siguiente  teorema. 
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Teorema  2.4.  Para  todo  subespacio  cerrado  F de  un  espacio  euclídeo  comple- 
to E,  existe  su  complemento  ortogonal  F1,  que  es  también  un  subespacio  cerrado. 
Además , todo  vector  x E E admite  una  descomposición  única  de  la  forma  x = u-\-v, 
con  u E F y v E F-1. 


2.10.  Desarrollos  ortogonales 

Se  dice  que  un  conjunto  ortonormal  de  vectores  de  un  espacio  euclídeo,  {efc,  k E 
N}  C E,  es  un  sistema  completo  si  no  existen  en  E vectores  no  nulos  que  sean 
ortogonales  a todos  los  vectores  del  sistema. 

Esto  es,  el  conjunto  {ei,  e2, . . . , efe, . . . } es  un  sistema  completo  en  un  espacio  E 
si  las  ecuaciones 

(efc,x)  = 0,  VfceN  =>  x = 0.  (2.10.1) 


Por  el  momento  no  sabemos  si  tales  sistemas  existen,  ni  como  construirlos  en  ese 
caso,  pero  sí  podemos  estudiar  las  consecuencias  de  su  posible  existencia. 


Supongamos  que  tenemos  un  conjunto  numerable  de  vectores  ortonormales, 

{ei,  e2, . . . , ek, . . . } C E , con  (efc,  e¡)  = Sk¡ , (2.10.2) 


y que  un  vector  itE  tiene  un  desarrollo  de  la  forma 

OO 

x = ^2akek.  (2.10.3) 

fc=i 

En  (2.10.3),  la  serie  converge  en  el  sentido  de  la  distancia  en  E,  es  decir, 


lím 

N—>oo 


x - Sn  ||  = 0, 


donde 


N 

Sn  = ^ ak  e*: 

fc=i 


es  la  Aí-ésima  suma  parcial  de  la  serie. 

Para  N dado,  consideremos  el  producto  escalar 


(2.10.4) 

(2.10.5) 


N 

(efc,  Ss)  = (efc,  e¡) 

l=i 


ak  , k < N , 
0 , k > N . 


(2.10.6) 


Entonces, 

{ek,x)  = lím  (ek,SN)  = ak  . (2.10.7) 

N—>oo 

Por  lo  tanto,  los  coeficientes  ak  de  un  desarrollo  convergente  como  el  de  la  ec. 
(2.10.3)  están  unívocamente  determinados  como  los  coeficientes  de  Fourier  del 
vector  x respecto  del  sistema  ortonormal  considerado. 
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Dado  un  sistema  ortonormal  de  vectores  como  el  de  la  ec.  (2.10.2),  siempre  es 
posible  calcular  los  coeficientes  de  Fourier  de  un  vector  x E E respecto  de  dicho  sis- 
tema, y con  ellos  formar  las  sumas  parciales  de  su  serie  de  Fourier  generalizada, 

N 

5jv:=^afcefc,  con  ak  :=  (ek,x) . (2.10.8) 

k=l 

Consideremos  la  diferencia 

Rn  ’=  % — «S ff  . (2.10.9) 


Este  vector  es  ortogonal  a los  N primeros  vectores  del  sistema,  Rn  _!_  e*. , k = 
1,2,...,  iV  . En  efecto, 


N 

(efc,  Rn ) = (ek,  x ) - ( ek , SN)  = Qfc  - ^ ai  Sk,i  = 0 , si  k < N . (2.10.10) 

i=i 

En  consecuencia,  x = Sn  + Rn  es  la  suma  de  dos  vectores  ortogonales  entre  sí. 
Por  el  teorema  de  Pitágoras  tenemos 

N 

II  ^ II2  = II  SK  f + II  Rn  II2  > II  SN  II2  = Y,  M2 , (2.10.11) 

fc=l 


de  modo  que 


N 

£KI2<IMI2.  VJVeN. 

fc=l 


De  aquí  resulta  la  siguiente  propiedad: 


(2.10.12) 


Lema  2.15.  Los  coeficientes  de  Fourier  de  un  vector  x € E relativos  a un  con- 
junto numerable  de  vectores  ortonormales  entre  si,  a*  = (e¡c,x),Vk  E N,  satisfacen 
la  desigualdad  de  Bessel9, 

OO 

Y i“*=i2  - ii x ii2  • <2-10-13) 

fc=i 


Teorema  2.5.  Sea  {e\,e2 , ...,efc, ...}  un  sistema  ortonormal  completo  en  un 
espacio  euclídeo  completo  E.  Todo  vector  x E E tiene  una  serie  de  Fourier  genera- 
lizada que  converge  a x en  la  métrica  de  ese  espacio, 

OO 

x = y a^ek  , con  a*.  = (e*.,:r) . (2.10.14) 

k= i 


9Friedrich  Wilhelm  Bessel  (1784  - 1846). 
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Consideremos  la  distancia  entre  dos  sumas  parciales  de  la  serie  de  Fourier  gene- 
ralizada para  x, 


’iV+AÍ 


-sn\\2  = 


N+M 


N+M 

E M2  • 

k—N+1 


(2.10.15) 


Jfc=./V+1 

Como  consecuencia  de  la  desigualdad  de  Bessel,  la  suma  en  el  miembro  de  la  derecha 
es  la  diferencia  de  dos  sumas  parciales  de  una  serie  convergente.  Por  lo  tanto,  la 
sucesión  de  sumas  parciales  {Sk}  es  fundamental. 

Ahora  bien,  en  un  espacio  euclídeo  completo,  toda  secuencia  de  Cauchy  tiene  un 
límite.  Es  decir,  existe  un  vector  S € E que  es  el  límite  de  la  serie, 


S = lím  S\¡  = > ak  ek . 

JV— >oo  ^ 


(2.10.16) 


fc=i 


Los  coeficientes  de  Fourier  de  S respecto  del  sistema  ortonormal  considerado 
(unívocamente  determinados)  están  dados  por  (efe,  S)  = ak.  En  consecuencia, 

(ek,x  - S)  = (ek,x)  - (ek,S)  = ak  - ak  = 0,  VkeN.  (2.10.17) 

Finalmente,  si  el  sistema  {ei,  e2, . . . , e*¡, . . . } es  completo,  la  ec.  (2.10.17)  implica 


que 


m-S  = 0 =>  x = S.  (2.10.18) 

En  consecuencia,  el  vector  x es  el  límite  de  su  serie  de  Fourier  generalizada, 


x = ^(efc,x)  ek  . 


fc= i 


(2.10.19) 

□ 


En  las  condiciones  del  Teorema  2.5,  dos  vectores  cualesquiera  x,  y E E pueden 
ser  representados  como  los  límites  de  sus  respectivas  series  de  Fourier, 


x = 5Z  ak  ek  > V = ^ bk  ek  • 

fc=i  fc=i 

Por  la  continuidad  del  producto  escalar,  podemos  escribir 


(2.10.20) 


JV 


N 


N 


(*> y) = ( 5Z afc  S h ei  = jfe,  5Z a* bk  = I]  ak  h • 

V fc=i  i=i  / fc=i  fc=i 

En  particular,  tomando  y = x obtenemos  la  igualdad  de  Parseval10, 

OO 

II  x ||2  = {x,x)  = ^|afc|2. 


(2.10.21) 


(2.10.22) 


k—1 


10Marc-Antoine  Parseval  des  Chénes  (1755  - 1836). 
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Esto  muestra  que,  en  un  espacio  euclídeo  completo,  la  desigualdad  de  Bessel  se 
reduce  a una  igualdad  cuando  el  sistema  ortonormal  es  completo.  Esta  es  una  suerte 
de  generalización  del  Teorema  de  Pitágoras11  al  caso  de  dimensión  infinita. 

Para  que  valgan  estas  propiedades  que  acabamos  de  demostrar  debemos  contar 
con  un  sistema  ortonormal  completo  de  vectores.  Ya  conocemos  un  método  general 
para  ortogonalizar  (y  normalizar)  una  dada  secuencia  de  vectores,  {xj,  x2, . . . , Xfc, . . . }, 
pero  el  sistema  ortonormal  resultante  no  será,  en  general,  un  sistema  completo. 

Teorema  2.6.  Una  condición  necesaria  y suficiente  para  que  el  sistema 
{ei,  e2 , . . . , ejfe, . . . },  obtenido  por  ortonormalización  de  la  secuencia  {xi,  X2, . . . , Xfc, 

. . . } C E,  sea  completo  en  un  espacio  euclídeo  completo  E es  que  la  variedad  lineal 
generada  por  los  vectores  x*.,  £{xfe , k € N},  sea  un  subespacio  denso  en  E. 

Primero  supongamos  que  el  sistema  {ei,  e2, . . . , e*, . . . } sea  completo.  Entonces, 
como  E es  completo,  todo  vector  x € E es  el  límite  de  su  serie  de  Fourier  generalizada 

N 

x = lím  Sjv  , Sn  = «fcefc.  (2.10.23) 

JV->  oo  ¿ J 

k=  1 

Teniendo  en  cuenta  que  cada  uno  de  los  vectores  e fe  es,  por  construcción,  una  combi- 
nación lineal  de  un  número  finito  de  vectores  x¡.  (ver  Teorema  1.3),  concluimos  que 
existen  combinaciones  lineales  de  (un  número  finito  de)  estos  vectores  que  están  tan 
cerca  como  se  quiera  del  vector  x. 

Por  lo  tanto,  si  el  sistema  {e1;  e2, . . . , e*., . . . } es  completo  en  un  espacio  E com- 
pleto, entonces  £{xfe  , k € N}  es  denso  en  E. 

Supongamos  ahora  que  C{x¡. , k E N}  sea  denso  en  E.  Podemos  invertir  la  rela- 
ción entre  los  efe  y los  xt,  de  modo  de  expresar  cada  vector  Xk  como  una  combinación 
lineal  de  (un  número  finito  de)  vectores  efe.  Entonces,  un  vector  x ortogonal  a todos 
los  efe, 

(efe, x)  = 0 , Wke  N,  (2.10.24) 

es  ortogonal  a toda  combinación  lineal  de  los  Xfc,  es  decir, 

x Y £{x!,  x2, . . . , Xfe, . . . } . (2.10.25) 

Y como  no  existen  vectores  no  nulos  ortogonales  a un  subespacio  denso,  debe  ser 
x = 0. 

Por  lo  tanto,  si  £{xfc , k 6 N}  es  denso  en  E,  entonces  el  sistema  ortonormal 
{el5  e2, . . . , efe, . . . } es  completo  en  E.  □ 


1 'Pitágoras  de  Samos  (570  - 495  a.c.). 
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Ejemplo  2.12.  La  variedad  lineal  generada  por  las  potencias  de  t en  el  intervalo 
[—1,1],  que  es  el  subespacio  de  los  polinomios  7*2 (— 1, 1),  es  denso  en  el  espacio 
C2(— 1, 1)  que,  a su  vez,  es  denso  en  el  espacio  completo  L2(— 1, 1).  Entonces,  por 
el  Teorema  2.6,  el  conjunto  de  los  polinomios  de  Legendre  (que  se  obtienen  por 
ortogonalización  de  las  potencias  de  t - ver  ec.  (1.4.2))  es  un  sistema  ortogonal 
completo  en  L2(— 1, 1). 

En  consecuencia,  toda  función  de  cuadrado  sumable  en  [—1, 1]  puede  ser  desa- 
rrollada en  una  serie  de  polinomios  de  Legendre  (debidamente  normalizados),  y esa 
serie  converge  en  media  a la  función. 


Ejemplo  2.13.  El  sistema  de  las  funciones  trigonométricas,  {eos (kt),k  = 0, 
1,2,...;  sin(/í)  ,Z  = 1,2, 3, ...},  es  ortogonal  y completo  en  L2(— 7r,  7 r). 

En  efecto,  es  bien  sabido  que  una  función  periódica  de  período  con  una 
derivada  primera  continua  en  toda  la  recta,  tiene  un  desarrollo  en  serie  de  Fourier 
que  converge  uniformemente  a la  función  en  toda  la  recta. 

En  consecuencia,  el  espacio  lineal  generado  por  las  funciones  del  sistema  trigono- 
métrico es  denso  en  un  conjunto  que  llamaremos  F,  que  contiene  a todas  aquellas 
funciones  definidas  en  el  intervalo  [ — 7T,  7t]  que  pueden  ser  extendidas  a toda  la  recta 
como  funciones  27r-periódicas  y con  una  derivada  primera  continua, 

£{cos (kt) , k > 0 ; sin(Zí) , l > 1}  denso  en  F . (2.10.26) 


Este  conjunto  F contiene,  en  particular,  funciones  con  una  derivada  primera  con- 
tinua en  (—7 r,  7r)  y que  se  anulan  idénticamente  en  intervalos  de  la  forma  [— 7r,  — 7r+é] 
y [7T  — S,  7r],  con  5 > 0. 


Veremos  que  F es  denso  en  el  conjunto  de  los  polinomios  P2(— 7r,  7 r),  que  a su  vez 
es  denso  en  L2(— tt,  tt).  Para  ello,  consideremos  un  polinomio  P(t)  y una  secuencia 
de  funciones  reales  y diferenciables,  {hk(t),k  £ N},  tales  que  tomen  valores  entre  0 
y 1 y satisfagan 

í 0,  TT  - (!)*+1  < |í|  < TT, 

hk(t)  = l (2.10.27) 

i 1,  |í|  < tt  - (|)fc  . 

Evidentemente,  el  producto  hk(t)  P(t)  £ F,V¿.  Y si  |P(£)|  < M,  Vi  £ [a, 6],  su 
distancia  a P(t ) 


p(Mí)P(í),P(í))2  = f 0 M* ) - !)2  \P(t)\2dt  < 


= 8 M2 


(2.10.28) 


< 2 2M2  2 


k 


->•0 


cuando  k — > oo. 
Por  lo  tanto 
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£{cos (kt) , k > 0 ; sin(/í) , Z > 1}  denso  en  L2(— 7T,  7 r) 


(2.10.29) 


Como  el  sistema  trigonométrico  ya  es  ortogonal,  normalizando  esos  vectores  ob- 
tenemos un  sistema  ortonormal  y completo  en  L2(— 7r,  7t), 


{ 


\/2ÍF  - ‘J  ’ <210'30) 

de  acuerdo  con  el  Teorema  2.6.  En  un  espacio  complejo  también  podemos  tomar  el 
sistema  ortonormal  completo 

exp(ífcí) 


\/2ñ 


, k e Z 


(2.10.31) 


Ejemplo  2.14.  Los  sistemas  j cos(fcí) , k = 0, 1,  2, . . . | y | sin(fcí) , 
k = 1, 2, 3, ...  } son  ortonormales  y completos  en  L2(0,  n). 

En  efecto,  las  funciones  de  cuadrado  sumable  en  [0, 7r]  pueden  ser  extendidas  al 
intervalo  [— 7r,  7r]  como  funciones  pares  o impares,  cuyas  series  de  Fourier  se  reducen  a 
series  de  cosenos  y senos  respectivamente.  La  convergencia  en  media  de  la  sucesión  de 
sumas  parciales  (también  pares  o impares,  según  el  caso)  a la  función  en  el  intervalo 
completo  implica  la  convergencia  en  media  en  [0, 7r], 


f 


x(t)  — SN(t)\2  dt  = 2 í |x(í)  — SN(t)\2  dt  0 

Jo 


(2.10.32) 


cuando  N —¥  oo. 


Ejemplo  2.15.  Por  un  razonamiento  similar,  se  puede  demostrar  que  el  sistema 
ortonormal  {|-  eos  (kt)  eos  (Is) , k,  l > 0}  es  completo  en  L2((0, 7 r)  x (0, 7r)). 


Teorema  2.7.  Todo  espacio  de  Hilbert  real  E es  isomorfo  al  espacio  C2. 

Recordemos  que  un  espacio  de  Hilbert  es  un  espacio  euclídeo  infinito-dimensional, 
completo  y separable.  Así,  todo  espacio  de  Hilbert  tiene  un  sistema  ortonormal  y 
completo  de  vectores. 

En  efecto,  por  ser  separable,  E contiene  un  conjunto  denso  numerable, 

F = {aq,  x2, . . . , Xk, . . . } denso  en  E . (2.10.33) 

En  consecuencia,  la  variedad  lineal  generada  por  esos  vectores  es  también  densa  en 
E y,  por  el  Teorema  2.6,  el  sistema  ortonormal  que  se  obtiene  por  ortonormalización 
de  la  secuencia  F,  {ex,  e2, . . . , e*,, . . . },  es  completo. 
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Como  el  espacio  es  completo,  todo  vector  x E E es  el  límite  de  su  desarrollo  de 
Fourier  respecto  del  sistema  completo  {ek , k E N} , 

OO 

x = ^2akek,  ak  = (ek,x)  eR.  (2.10.34) 

fc=i 

Además,  como  el  sistema  es  completo  la  desigualdad  de  Bessel  se  reduce  a la  igualdad 
de  Parseval, 

OO 

II  *11 2 = 5>fc2<°o.  (2.10.35) 

fc=i 

Estos  coeficientes  de  Fourier  permiten  definir  un  elemento  del  espacio  C2, 

x = , k E N , con  < oo^  E C2  . (2.10.36) 

Inversamente,  dados  el  sistema  ortonormal  {e*. , k E N}  C E y un  elemento 
x E C2  como  en  la  ec.  (2.10.36),  puede  asociarse  a éste  un  vector  de  E dado  por  el 
límite  de  la  serie  de  la  ec.  (2.10.34). 

Dada  la  unicidad  de  los  coeficientes  de  Fourier,  esta  relación  establece  una  corres- 
pondencia biunívoca  entre  los  elementos  de  E y los  de  C2.  Se  verifica  de  inmediato 
que  esta  correspondencia  preserva  las  operaciones  lineales  y los  productos  escalares. 

Por  ejemplo,  si  x,  y E E se  corresponden  con  x = {ak},y  = {&&}  E C2  respecti- 
vamente, tenemos  que 

OO 

(x,  y)v  = ^2  «fe  h = (x,  y)c2  ■ (2.10.37) 

Jk=l 

Por  lo  tanto,  E es  isomorfo  a C2.  □ 

Similarmente,  todo  espacio  de  Hilbert  complejo  es  isomorfo  a la  extensión  com- 
pleja del  espacio  C2.  Este  es  un  espacio  euclídeo  cuyos  elementos  son  sumas  formales 
de  la  forma  x + i y,  con  x,  y E C2,  y en  el  cual  el  producto  escalar  se  define  por 

(x  + iy,x'  + iy')  :=  {x,  x')  + {y,  y')  + i (¡r,  y')  - i (y,  x')  . (2. 10.38) 
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Capítulo  3 


FORMAS  Y OPERADORES  SOBRE  ESPACIOS  DE 

HILBERT 

3.1.  Funcionales  lineales  acotadas  en  espacios  completos 

Teorema  3.1.  (Teorema  de  representación  de  Riesz)1  Toda  funcional  li- 
neal acotada  f(x ) en  un  espacio  euclídeo  completo  E puede  ser  representada  como 
el  producto  escalar  por  un  vector  fijo  del  espacio,  f(x ) = (z,x),  z E E. 

Consideremos  una  funcional  lineal  acotada,  |/(x)|  < K ||  x ||,  Vx  € E.  Si  / es  la 
funcional  nula,  ella  corresponde  al  producto  escalar  por  el  vector  nulo,  f(x)  = 0 = 
(0,  o;) , V x E E. 

Supongamos  que  / no  sea  la  funcional  nula  y llamemos  F al  kernel  o subespacio 
nulo  de  la  funcional, 

f(x)  = 0 , Vrr  e F . (3.1.1) 

Este  es  un  subespacio  cerrado,  puesto  que  si  la  secuencia  fundamental  {rr*, , V k E 
N}  c F tiene  por  límite  al  vector  x,  entonces 

f(x)  = lím  f(xk ) = 0,  (3.1.2) 

fc— KX) 

dado  que  toda  funcional  lineal  acotada  es  continua  (ver  Teorema  1.11). 

Por  el  Teorema  2.4,  sabemos  que  en  un  espacio  euclídeo  completo  existe  el  com- 
plemento ortogonal  de  este  kernel,  F-1-,  que  también  es  un  subespacio  cerrado.  Ve- 
remos que  Fx  es  un  subespacio  unidimensional. 

En  efecto,  sean  dos  vectores  no  nulos  arbitrarios  21,22  G F1,  de  modo  que 
f(z  1,2)  # 0,  y sea  y = /(21)  z2  - f(z2)  zx  € Fx.  Entonces, 

f(y)  = f(zi)f{z2)-f(z2)f(zl)  = 0 =>  yEF.  (3.1.3) 

Por  lo  tanto,  y _L  y =>  y = 0,  y los  vectores  Z\  y z2  son  colineales. 

Finalmente,  sea  e E Fx  un  vector  unitario  que  genere  ese  subespacio.  Sabemos 
que  todo  vector  igE  tiene  una  descomposición  única  de  la  forma  x = u + v,  donde 
v E F y 

u = \ e E F-*" , con  A = (e,  u)  = (e,  u + v)  = (e,  x) . (3.1.4) 


Trigyes  Riesz  (1880  - 1956). 
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En  esas  condiciones 

f(x ) = A /(e)  + f(v)  = f(e ) (e,  x)  = (z,  x ) , con  2 = /(e)*  e . (3.1.5) 

Este  vector  z es  único,  puesto  que  si  también  tenemos  que  f(x)  = (z',  x) , Vx  F 
E,  entonces 

(z  — z',x)  = 0 ,Vx  =>  ||  z — 2!  ||2  = 0 =>  Y = z.  (3.1.6) 

□ 


3.2.  El  operador  integral  de  Fredholm 


Ya  hemos  señalado  que  todo  operador  lineal  acotado  es  continuo.  Un  ejemplo 
importante  de  operador  acotado  en  L2(a,  b)  es  el  operador  integral  de  Fredholm  de 
núcleo  de  cuadrado  sumable,  definido  por 

rb 


Ax(t) 


-f 


K(t,  s ) ar(s)  ds  , 


(3.2.1) 


donde  el  núcleo  del  operador  integral,  K(t,s),  es  una  función  de  dos  variables  de 
(módulo)  cuadrado  sumable  en  la  región  a < t,  s < b. 


K2  = 


í r 

Ja  Ja 


\K{t,s)\2  dtds  < 00. 


Esto  equivale  a decir  que 

K(t,s)  E L2((a,6)  x (a, b))  , 
y que  su  norma  en  ese  espacio  es 

II  K(t,8)  II  = K. 

En  esas  condiciones,  el  Teorema  de  Fubini  garantiza  que  la  integral 

rb 


k(t)2=  í \K(t, s)|2  ds 

Ja 


(3.2.2) 


(3.2.3) 


(3.2.4) 


(3.2.5) 


existe  para  casi  todos  los  valores  de  t E [a,  6],  y define  una  función  sumable  cuya 
integral  es 


Ja 


k(t)2  dt  = K2  . 


(3.2.6) 


Entonces,  para  casi  todos  los  valores  de  £,  K(t,  s ) puede  ser  considerada  como  una 
función  de  cuadrado  sumable  de  la  variable  s E [a,  6],  de  norma  k(t)  = +y/k(t)2,  y la 
acción  del  operador  A sobre  cualquier  función  x(.s)  E L2(a,  b)  puede  ser  representada 
como 

y(t)  = Ax{t)  = (K(t,s)*,x(s))  , a.e.  (3.2.7) 
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De  la  desigualdad  de  Cauchy  - Schwarz  resulta  que 

|y(í)|2  = | (K(t,  *)•, *(«))  |2  < k(t)2  ||  x ||2 . (3.2.8) 

y de  la  ec.  (3.2.6)  concluimos  que  y(t)  = Ax(t)  CE  L 2(a,b).  En  efecto, 

II  Ax  ||2  = ||  y\\2=  í \y(t)\2dt<K2  ||  x ||2  . (3.2.9) 

Ja 

Por  lo  tanto,  un  operador  integral  de  Fredholm  de  núcleo  de  cuadrado  integrable 
como  el  de  la  ec.  (3.2.1),  es  un  operador  acotado,  definido  sobre  todo  L2(a,  b ),  cuya 
norma  no  supera  a la  norma  de  su  núcleo  como  función  de  cuadrado  sumable  de  sus 
dos  variables, 

||  A ||  < K = ||  K(t,  s)  ||  . (3.2.10) 


3.3.  Operadores  completamente  continuos 

Un  conjunto  de  elementos  F de  un  espacio  euclídeo  E se  dice  compacto2  si  todo 
subconjunto  infinito  F'cF  contiene  al  menos  una  secuencia  de  Cauchy  (construida 
con  elementos  distintos). 

Ejemplo  3.1.  Todo  conjunto  finito  puede  ser  considerado  compacto. 

Ejemplo  3.2.  Todo  conjunto  infinito  acotado  en  la  recta  M es  compacto,  en 
virtud  del  Teorema  de  Bolzano  - Weierstrass. 

Por  el  contrario,  todo  conjunto  F no  acotado  en  K es  no  compacto.  En  efecto, 
en  ese  caso  se  puede  seleccionar  el  subconjunto  infinito  {xf.  € F , k E N , tales  que 
l^fcl  > k},  que  no  contiene  ninguna  secuencia  fundamental. 

Ejemplo  3.3.  Similarmente,  resulta  inmediato  mostrar  que  todo  conjunto  in- 
finito de  elementos  de  un  espacio  de  dimensión  finita  es  compacto  sí  y sólo  si  es 
acotado.  Ese  es  al  caso,  por  ejemplo,  de  la  esfera  de  radio  1 en  el  espacio. 

Ejemplo  3.4.  Si  bien  compacidad  y acotamiento  son  características  equivalentes 
en  todo  espacio  de  dimensión  finita,  en  espacios  euclídeos  de  dimensión  infinita 
existen  conjuntos  acotados  que  no  son  compactos. 

Ese  es  el  caso,  por  ejemplo,  de  la  esfera  de  radio  1 en  un  espacio  de  Hilbert.  En 
efecto,  por  ser  separable,  este  espacio  contiene  un  conjunto  ortogonal  completo  de 

2También  suele  emplearse  la  denominación  de  localmente  compacto,  reservando  el  término 
compacto  para  aquellos  conjuntos  cuyos  subconjunto  infinitos  contienen  al  menos  una  secuencia 
convergente. 
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vectores  unitarios,  {ei,  ei , . . . , e*, . . . },  que  no  contiene  ninguna  secuencia  de  Cauchy 
dado  que 

p(efc,  e¿)2  = ||  ek  - e¡  ||2  = 2 , V k / l , k,  l E N . (3.3.1) 


Lema  3.1.  Todo  conjunto  compacto  en  un  espacio  euclídeo  E es  acotado. 

Supongamos  que  el  conjunto  FcEno  sea  acotado.  Entonces,  para  todo  ¿eN 
es  posible  encontrar  un  vector  ^eF  tal  que  ||  x ||  > k. 

En  esas  condiciones,  el  conjunto  F'  = {x^ , k E N}  C F no  contiene  ninguna 
secuencia  fundamental  formada  con  puntos  distintos,  dado  que  toda  secuencia  de 
Cauchy  es  acotada. 

Por  lo  tanto,  si  F es  no  acotado  entonces  es  no  compacto,  lo  que  implica  que  si 
F es  compacto  entonces  es  acotado.  □ 

Un  operador  lineal  A , definido  sobre  un  espacio  euclídeo  E,  se  dice  comple- 
tamente continuo  o compacto  si  aplica  la  esfera  de  radio  1 del  espacio  en  un 
conjunto  compacto. 

Ejemplo  3.5.  Todo  operador  lineal  A en  un  espacio  euclídeo  de  dimensión  finita 
es  compacto.  En  efecto,  en  ese  caso  A es  acotado  y satisface  que 

II  Ax  ||  < \\A  ||  ||  x ||  . (3.3.2) 

Por  lo  tanto,  A aplica  la  esfera  de  radio  1 en  un  conjunto  acotado  que,  en  un 
espacio  de  dimensión  finita,  es  también  compacto. 

Ejemplo  3.6.  En  un  espacio  de  Hilbert,  el  operador  identidad  I (que  es  acotado) 
no  es  compacto,  puesto  que  aplica  en  sí  misma  a la  esfera  de  radio  1 del  espacio, 
que  no  es  una  región  compacta. 

Ejemplo  3.7.  Si  A es  un  operador  acotado  que  aplica  un  espacio  de  dimensión 
infinita  E en  un  subespacio  de  dimensión  finita  E',  entonces  A es  un  operador 
compacto. 

En  efecto,  tal  operador  aplica  la  esfera  de  radio  1 del  espacio  E en  una  región 
acotada  de  E',  que  es  también  compacta. 


Lema  3.2.  Sea  A\ , A2, . . . , Ak, . . . una  secuencia  de  operadores  lineales  definidos 
sobre  un  espacio  euclídeo  E,  y supongamos  que  esa  secuencia  converge  al  operador 
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A (en  el  sentido  de  la  distancia  en  el  espacio  de  Banach  de  los  operadores  lineales 
acotados  sobre  E ), 

lím  ||  Ak-  A ||=0.  (3.3.3) 

k— >oo 

En  esas  condiciones,  si  para  todo  k el  operador  Af.  es  compacto,  entonces  A es 
también  compacto. 

Debemos  mostrar  que,  dado  un  conjunto  infinito  de  vectores  unitarios  F = 
{xi,X2, . . . , xic, . . . } C E,  siempre  es  posible  hallar  una  secuencia  fundamental  con- 
tenida en  el  conjunto  de  sus  imágenes,  A (F)  = { Ax k E N}. 

Consideremos  primero  el  conjunto  A\  (F)  = {Ai  Xk,  k E N}.  Este  es  un  conjunto 
compacto,  puesto  que  A\  es  completamente  continuo. 

Por  lo  tanto,  es  posible  hallar  contenida  en  A\  (F)  una  secuencia  de  Cauchy 
(formada  por  vectores  diferentes),  que  corresponde  a las  imágenes  de  un  subconjunto 
(también  infinito)  de  la  secuencia  original,  Fi  = ■ ■ ■ , x^\  . . . } C F. 

Tenemos  entonces  que  la  secuencia  A\  (Fx)  = {Ai  x^\  k E N}  es  fundamental. 

Consideremos  ahora  el  conjunto  -<42  (Fi)  = {A2x^\k  E N},  también  compacto 
dado  que  A2  es  completamente  continuo.  Entonces,  siempre  es  posible  hallar  conte- 
nida en  A2  (Fx ) una  secuencia  de  Cauchy,  que  corresponde  a las  imágenes  de  un  sub- 
conjunto  infinito  de  la  secuencia  original,  F2  = {x^\x^  . . . ,x*£\  . . . } C F:  C F. 

/n\ 

Por  construcción,  tenemos  que  tanto  la  secuencia  A2  (F2)  = {A2xk  , k E N}, 

/< j \ 

cuanto  Ai  (F2)  = {Ai  xk  , fceN}  son  fundamentales  (ya  que  F2  C Fj). 

Por  idénticas  consideraciones,  vemos  que  siempre  es  posible  seleccionar  un  sub- 
conjunto infinito  Fn  = {x^\ x^  C Fn-i  C C Fi  C F,  tal  que 

Am  (F„)  = {4„  x^\  k E N},  con  m = 1, 2, . . . , n,  sea  una  secuencia  fundamental. 

Formemos  ahora  el  conjunto 

G = {yi=  a:^,  y2  = x$]  ...,yk=  x{k\ . . . } c F . (3.3.4) 

Teniendo  en  cuenta  que  {yk  , k > n}  C F„,  vemos  que  las  secuencias  An  (G)  = 
{An  yk  ,k  E N}  son  fundamentales  para  todo  n. 

Mostraremos  que  la  secuencia  A (G)  = { Ayk , k E N}  es  fundamental.  Para  ello, 
dado  £ > 0,  tomemos  n suficientemente  grande  como  para  que  la  norma 

M - K II  < \ , (3.3.5) 

y sea  m tal  que 

||  Ai  yk  - An  yi  ||  < - , V k,  l > m . 


(3.3.6) 
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||  Ayk-  Ayi  ||  = ||  A(yk-yi ) ||  = 

= 11  (A-  An)  (yk  - y¡ ) + An  (yk  - yt)  ||  < 

< II  (A  - An)  ( yk  - yi)  ||  + ||  An  (yk  - yi)  ||  < (3.3.7) 

— II  A An  ||  ||  yk  yi  ||  + ||  An  yk  An  y¡  ||  < 

£ „ £ 

< - x2  + -=e. 

4 2 

En  resumen,  dado  un  conjunto  numerable  arbitrario  de  vectores  unitarios,  siem- 
pre es  posible  extraer  de  él  un  subconjunto  infinito  que  es  aplicado  por  el  operador 
A en  una  secuencia  de  Cauchy. 

Por  lo  tanto,  A es  un  operador  completamente  continuo.  □ 
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Entonces, 


Teorema  3.2.  Todo  operador  integral  de  Fredholm  de  núcleo  de  cuadrado  suma- 
ble  es  compacto. 

Consideremos  primero  el  caso  de  un  operador  An  de  núcleo  degenerado, 

71 

Kn(t,  s)  = <pk(t)  Ipk(s)*  , con  (pk(t),  ipk (t)  e L 2(a,  b ) . (3.3.8) 

k=l 

Nótese  que  siempre  es  posible  suponer  que  las  funciones  ípk(t),k  = 1 ,...,n  son 
linealmente  independientes.  En  caso  contrario,  algunas  de  ellas  pueden  ser  elimina- 
das en  favor  de  mi  subconjunto  linealmente  independiente,  obteniéndose  una  suma 
con  un  menor  número  de  términos.  Por  la  misma  razón,  puede  suponerse  que  las 
funciones  'ipk(t)  ,k  = 1, . . . , n son  linealmente  independientes. 

Como  sabemos,  la  norma  de  este  núcleo  es  una  cota  superior  para  la  norma  del 
operador  integral, 

Kl  = ||  Kn(t,  a)  f = f f ¿ Mt)’  M‘)  Vl(t)  *(«)'  dt  da  = 

Ju  Ja  kl=l 

(3.3.9) 

71 

= W*)>  ¥>!(*))  {MS),MS))  > II  An  II2  • 

fc,í= 1 

La  acción  del  operador  An  sobre  una  función  x(t)  E L2(a,  b)  se  reduce  a 

71 

An  x(t)  = Y (V'fc, x)  <Pk(t) , 

k=l 


(3.3.10) 
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de  modo  que  An  aplica  todo  el  espacio  L2(a,  fe ) en  el  subespacio  de  dimensión  finita 
generado  por  las  funciones  y>i(í), . . . , <pn{t). 

En  esas  condiciones,  todo  operador  integral  de  Fredholm  de  núcleo  degenerado 
es  un  operador  completamente  continuo. 


Consideremos  ahora  un  operador  integral  A de  núcleo  de  cuadrado  su m able 
arbitrario,  K(t,s ) E L2((a, b)  x (a, fe)).  Este  núcleo  puede  ser  desarrollado  en  una 
serie  de  Fourier  generalizada  (convergente  en  media)  de  la  forma 


K(t,s ) = Ck,i  eos  (kit  \ eos  (hv  ^ . (3.3.11) 

k,l= 0 ' a/  \ a/ 


Las  sumas  parciales  de  esta  serie, 

t 


Kn(t,  s)  = 7^  Ckii  eos  (kn  eos  O*  T~Z~]  6 L2  ((a>  *0  x (a>  ^))  > (3.3.12) 

fc,i=o  ' a J \ a J 

permiten  definir  una  sucesión  de  operadores  integrales  de  Fredholm  de  núcleo  dege- 
nerado, An,  todos  ellos  compactos. 

La  diferencia  (A  — An)  es  también  un  operador  integral, 

(A  - An)  x(t)  = Ax(t)  - Anx(t)  = í (K(t,s)  - Kn(t,s))  x(s)ds , (3.3. 

J a 


13) 


cuyo  núcleo  es  la  diferencia  ( K(t,s ) — Kn(t,s))  E L2((a, fe)  x (a, fe)). 

Ahora  bien,  como  la  norma  del  operador  (A  — An)  está  acotada  por  la  norma 
de  su  núcleo, 


II  A — An  ||  < ||  K(t,s)  — Kn(t,s ) ||— >•  0 cuando  n — > oo  . (3.3.14) 

Por  lo  tanto,  la  secuencia  de  operadores  compactos  An  converge  al  operador  A en 
el  sentido  de  la  distancia  en  el  espacio  normado  de  los  operadores  lineales  acotados 
sobre  L2(a,  fe).  En  virtud  del  Teorema  3.2,  el  operador  integral  A de  núcleo  K(t,s) 
es  también  completamente  continuo.  □ 

Este  resultado  vale,  en  particular,  cuando  el  núcleo  K(t,s)  es  continuo  en  la 
región  compacta  a < t,  s < fe.  En  este  caso,  el  operador  integral  de  Fredholm  aplica 
L2(a,  fe)  — > C2(a,  fe).  En  efecto,  si 

y(t)  = K(t , s ) x(s)  ds 


(3.3.15) 
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tenemos  que 

\y(t  + ó)  - y(t)\2  = |^(í  + í,s)* -#(£,s)*,:r(s)) 


< 


<11  x 


f 


\K(t  + 8,s)-K(t,s) 


ds  < 


(3.3.16) 


< ||  x ||2  ( b - a)  maXa<s<6  \ K(t  + Ó,s ) - K(t,s ) 
cuando  ó — > 0. 


{ 


-)•  0 


3.4.  Autovectores  y autovalores  de  operadores  completamente 

continuos 

Lema  3.3.  Todo  operador  lineal  completamente  continuo  es  acotado  y,  por  lo 
tanto,  continuo. 

En  efecto,  si  A es  compacto,  la  esfera  de  radio  1 del  espacio  E es  aplicada  por  A 
en  un  conjunto  compacto,  que  necesariamente  es  acotado: 

II  A ||  = sup{|W|=1}  ||  Ax  ||  < oo  . (3.4.1) 

□ 

Lema  3.4.  Todo  operador  lineal  simétrico  y completamente  continuo  A,  definido 
sobre  un  espacio  euclídeo  completo  E,  tiene  un  vector  máximo. 

Supongamos  que  A O (en  cuyo  caso  este  enunciado  vale  trivialmente). 

Como  ||  A ||  = sup  ||  Ax  ||  para  x tomando  valores  en  la  esfera  de  radio  1 de  E, 
entonces  es  posible  seleccionar  una  secuencia  de  vectores  unitarios  F = {x*.,  k E N} 
tales  que  las  normas  de  los  vectores  yk  = Ax¡.  satisfagan  que 

lím  ||  yk  ||  = ||  A ||  > 0 . (3.4.2) 

K—>  OO 

Como  A es  completamente  continuo,  A(F)  es  un  conjunto  compacto.  Entonces, 
siempre  podemos  suponer  que  la  secuencia  { y k E N}  es  fundamental  (basta  con 
descartar  aquellos  vectores  de  la  secuencia  F cuyas  imágenes  no  correspondan  a 
elementos  de  la  secuencia  de  Cauchy  que  debe  contener  A (F)). 

Ahora  bien,  si  el  espacio  E es  completo,  existe  un  vector  y E E que  es  el  límite 
de  esa  secuencia  de  Cauchy, 

y = lím  yu  = lím  A Xk  ■ 

k-yoo  fc— >oo 


(3.4.3) 
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Además,  por  la  continuidad  de  la  norma  tenemos 

II  V II  = ,lím  II  Vk  II  = M II  • (3-4.4) 

«—>■00 

Mostraremos  ahora  que  si  A es  simétrico,  entonces  el  vector  unitario  z = y/||  A || 
es  un  vector  máximo  de  A. 

En  efecto,  tenemos 

II  Vk  II2  = 11  Axk  ||2  = {xk,A]yk)  = 

(3.4.5) 

= ( xk,Ayk ) < ||  xk  ||  ||  Ayk  ||  < ||  A ||  ||  yk  || , 
de  modo  que,  en  el  límite  k — > oo,  resulta 

||  A ||2  < lím  ||  A yk  ||  = ||  A y ||  < ||  A ||2  . (3.4.6) 

k—>  oo 

Por  lo  tanto,  ||  Az  ||  = ||  A ||,  con  ||  z ||  = 1.  □ 

Como  consecuencia  de  los  Lemas  3.3  y 3.4,  y aplicando  los  resultados  generales 
obtenidos  en  el  Lema  1.8  , se  demuestra  de  inmediato  el  siguiente  Lema. 

Lema  3.5.  Todo  operador  simétrico  completamente  continuo  A,  definido  sobre 
un  espacio  euclídeo  completo  E,  tiene  un  autovector  de  autovalor  X — 1|  A ||  o 

A = — Mil. 

Recurriendo  al  procedimiento  empleado  en  la  demostración  del  Teorema  1.9 
(válido  para  el  caso  de  dimensión  finita),  y teniendo  en  cuenta  que  el  comple- 
mento ortogonal  es  siempre  cerrado,  y que  todo  subespacio  cerrado  de  un  espa- 
cio euclídeo  completo  es  también  un  espacio  completo,  podemos  construir  un  con- 
junto ortonormal  de  autovectores  de  A correspondientes  a autovalores  no  nulos, 
{^1,  ^2)  • • - j •••  | A ek  = \k  ek  , Xk  ^ O , ( ek , e¿)  = 

Por  construcción,  estos  autovectores  son  obtenidos  en  orden  no  creciente  de  los 
valores  absolutos  de  sus  autovalores,  ||  A ||  = | | > |A2|  > ■ • • > |A^|  > 

Pero,  a diferencia  de  lo  que  ocurre  en  dimensión  finita,  en  un  espacio  de  di- 
mensión infinita  este  procedimiento  puede  terminar  al  cabo  de  un  número  finto  de 
pasos  (cuando  la  norma  de  la  restricción  de  A al  complemento  ortogonal  es  nula)  o 
continuar  indefinidamente. 

El  siguiente  Lema  impone  restricciones  sobre  la  distribución  sobre  la  recta  que 
pueden  adoptar  los  autovalores  de  un  operador  simétrico  compacto. 

3Recordemos  que  el  Lema  1.8  establece  que  si  el  operador  simétrico  acotado  A tiene  un  vector 
máximo,  entonces  A también  tiene  un  autovector  con  autovalor  ||  A ||  o — ||  A ||. 
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Lema  3.6.  Sea  A un  operador  simétrico  completamente  continuo  en  un  espacio 
euclídeo  completo.  Entonces  A tiene  un  conjunto  finito  de  autovectores  ortonormales 
entre  sí  correspondientes  a autovalores  que,  en  valor  absoluto,  superan  a un  número 
S>  0. 

Supongamos  que,  por  el  contrario,  contamos  con  un  conjunto  infinito  de  tales 
autovectores, 

{ei,  e2, . . . , e/fc, . . . } | (e*,  e/)  = 6ki  ] A ek  = \k  ek  con  |Afc|  > 6 > 0 , (3.4.7) 

y consideremos  el  conjunto  de  sus  imágenes  por  A,  {A*.  ek  , k E N}. 

Este  no  es  un  conjunto  compacto  puesto  que,  siendo  infinito,  no  contiene  ninguna 
secuencia  de  Cauchy.  En  efecto,  la  distancia  entre  dos  cualesquiera  de  sus  elementos 
satisface 

\\Aek-Ae,  ||2  = ||  A* ek  - A,  e,  ||2  = |At|2  + |A,|2  > 2 <S2 . Vk  # l . (3.4.8) 

En  esas  condiciones,  resulta  imposible  seleccionar  una  subsecuencia  fundamental,  lo 
que  está  en  contradicción  con  la  hipótesis  de  compacidad  del  operador  A. 

Por  lo  tanto,  el  conjunto  de  autovectores  ortonormales  de  la  ec.  (3.4.7)  ha  de 
contener  un  número  finito  de  elementos.  □ 

El  Lema  3.6  implica  que  si  un  operador  simétrico  completamente  continuo  tiene 
un  número  infinito  de  autovalores  no  nulos,  ellos  forman  una  secuencia  que  converge 
al  origen.  Además,  la  degeneración  de  cualquier  autovalor  no  nulo  es  finita  (es  decir, 
los  subespacios  característicos  correspondientes  a autovalores  A 0 son  de  dimensión 
finita) . 

A partir  de  estos  resultados  podemos  concluir  que  si  un  operador  simétrico  com- 
pletamente continuo  A tiene  un  conjunto  infinito  de  autovalores  no  nulos,  éstos 
pueden  ser  dispuestos  en  orden  decreciente  de  sus  valores  absolutos,  de  modo  que 
formen  una  secuencia  convergente  a 0.  Los  correspondientes  autovectores  son,  por 
construcción,  ortogonales  entre  sí,  aún  cuando  correspondan  al  mismo  autovalor. 

En  esas  condiciones,  obtenemos  un  conjunto  numerable  de  autovectores  ortonor- 
males, {ei,  e2, . . . , ek, . . . },  cuyos  autovalores,  que  satisfacen 

MII=|A1|>|A2|>--->|Afc|>...,  (3.4.9) 

forman  una  secuencia  que  converge  al  origen,  Xk  — > 0. 

Mostraremos  ahora  que  todo  vector  z ortogonal  a los  autovectores  ek  así  cons- 
truidos satisface  Az  = 0. 
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Lema  3.7.  Si  un  vector  no  nulo  z E E es  ortogonal  a todos  los  autovectores 
e*.  correspondientes  a autovalores  no  nulos  de  un  operador  simétrico  completamente 
continuo  A,  definido  sobre  un  espacio  euclideo  completo  E,  entonces  z es  un  auto- 
vector  de  A correspondiente  al  autovalor  0. 

Consideremos  la  variedad  lineal  generada  por  (todos)  los  autovectores  de  A co- 
rrespondientes a autovalores  no  nulos:  £{ej,  e2, . . . , . . . },  donde 

Aek  = \kek , Afc^¿0.  (3.4.10) 

Llamemos  F a su  clausura,  F = £{ej,  e2, . . . , e*  . . . },  y Fx  a su  complemento  orto- 
gonal. 

Dado  que  A es  simétrico  y £{ei,  e%, . . . , efe  . . . } es  invariante,  F-1  es  un  subespacio 
cerrado  invariante  frente  a la  acción  de  A.  En  esas  condiciones,  podemos  considerar 
la  restricción  del  operador  A al  subespacio  F-1,  que  es  él  mismo  mi  espacio  euclideo 
completo. 

Sea 

M :=  supr  i ) ||  Ax  || , (3.4.11) 

jrreF-L  | ||a:||=l  j 

la  norma  de  la  restricción  de  A al  subespacio  F1.  Si  M > 0,  por  el  Lemma  3.5, 
sabemos  que  A tendría  un  autovector  de  autovalor  A — ±M  ^ 0.  Pero,  por  hipótesis, 
eso  no  ocurre,  ya  que  todos  los  autovectores  correspondientes  a autovalores  no  nulos 
están  contenidos  en  F. 

Por  lo  tanto,  M = 0=>Az  = 0,  V z E FJ\  □ 

Ahora  bien,  por  el  Teorema  2.4,  sabemos  que  todo  vector  x E E tiene  una 
descomposición  única  como  la  suma  x = u + v,  con  «eFyveF1. 

Por  otra  parte,  en  las  condiciones  del  Lema  3.7,  el  conjunto  de  autovectores  de  A 
correspondientes  a autovalores  no  nulos,  {ei, . . . , e*  . . . },  constituye  (por  construc- 
ción) un  sistema  ortonormal  y completo  en  F que,  por  ser  un  subespacio  cerrado  de 
un  espacio  completo,  es  él  mismo  un  espacio  euclideo  completo. 

En  consecuencia,  todo  vector  u E F es  el  límite  de  su  desarrollo  de  Fourier 
respecto  de  dicho  sistema  ortonormal, 

u=  2_^  afcefc)  con  a*,  = (efe,  u)  = (e*,,  x).  (3.4.12) 

{efc  | Afc^O} 

Estos  resultados  prueban  el  siguiente 

Teorema  3.3.  Sea  A un  operador  simétrico  completamente  continuo  definido 
sobre  un  espacio  euclideo  completo  E.  Entonces,  todo  vector  x E E puede  ser  repre- 
sentado como  la  suma  de  dos  vectores  ortogonales  entre  sí,  x = u + v,  donde  u es  el 
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límite  de  una  suma  que  se  extiende  sobre  el  conjunto  de  autovectores  ortonormales 
de  A correspondientes  a autovalores  no  nulos, 

u=  ^2  akek  con  ak  = (ek,x),  (3.4.13) 

y donde  v es  un  autovector  de  A correspondiente  al  autovalor  nulo, 

Av  = 0 = 0v.  (3.4.14) 


Si  E es  un  espacio  de  Hilbert,  es  separable.  Entonces  E contiene  un  conjunto 
denso  numerable,  G = {xk , k E N}  C E,  cuyos  elementos  también  tienen  una 
descomposición  única  como  sumas  de  la  forma  Xk  — Uk  + Vk,  con  Uk  € F y Vk  E F1. 

Dado  un  vector  arbitrario  x E E y un  número  £ > 0,  siempre  es  posible  encontrar 
un  vector  Xk  E G tal  que 

£2  > ||  x - xk  ||2  = ||  u - uk  ||2  + ||  v - vk  ||2  > ||  v - vk  ||2  , (3.4.15) 

de  donde  resulta  que  el  conjunto  numerable  { Vk  , k E N}  es  denso  en  Fx.  Entonces, 
F-1-  es  un  espacio  completo  y separable. 

En  virtud  del  Teorema  2.6,  por  ortogonalización  de  la  secuencia  {vk , k E N}  se 
obtiene  mi  sistema  ortonormal  y completo  en  Fx,  cuyos  elementos  son  autovectores 
de  A correspondientes  todos  ellos  al  autovalor  nulo, 

{£i,£2,  | (£*;,£/)  = Skr,  A£k  = 0£fc  = 0 . (3.4.16) 

Por  lo  tanto,  todo  vector  v E F1  es  el  Emite  de  un  desarrollo  de  Fourier  de  la 
forma 

v=  ^ bkSk , donde  6fc  = (5fc,u)  = (£fc,x).  (3.4.17) 

{£k  | Afc=0} 

Estos  resultados,  junto  con  el  Teorema  3.3,  prueban  el  siguiente  Teorema  de 
Hilbert: 

Teorema  3.4.  Todo  operador  simétrico  y completamente  continuo  definido  sobre 
un  espacio  de  Hilbert  tiene  un  sistema  ortonormal  completo  de  autovectores. 

3.5.  Autovectores  de  operadores  de  Fredholm 

Consideremos  un  operador  integral  de  Fredholm  A de  núcleo  hermítico  y de 
cuadrado  sumable, 


K(s,t)  = K(t,s)*,  K = \\  K{t,s)  ||  < oo. 


(3.5.1) 
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Un  operador  con  esas  características  está  definido  sobre  todo  el  espacio  de  Hilbert 
L2(a,  b)  (ver  Sección  3.2),  es  simétrico  (ver  ec.  (1.8.20))  y completamente  continuo 
(ver  Teorema  3.2).  Entonces,  tiene  un  sistema  ortonormal  y completo  de  autovecto- 
res,  y todo  vector  x (t)  e L2(a,  b)  es  el  límite  de  su  desarrollo  de  Fourier  respecto  de 
ese  sistema. 

Los  autovectores  de  A satisfacen 

Aek(t)  = í K(t,s)ek(s)ds  = Xkek(t) . (3.5.2) 

Ja 

En  consecuencia,  podemos  escribir  que 


A fcefc(í)*  = (i ek(s),K(t,s )*)  , 


(3.5.3) 


de  modo  que  A*,  ek(t)*  puede  ser  considerado  como  el  coeficiente  de  Fourier  de  (la 
función  de  cuadrado  sumable  de  la  variable  s ) K(t,s)*  correspondiente  al  vector 
ek(s). 

Entonces,  la  desigualdad  de  Bessel  implica  que,  V N, 

N rb 

(3.5.4) 


¿AJMí)|2<  f | K(t,s)\2ds  = k(t)‘ 
k= i Ja 


según  la  notación  adoptada  en  la  Sección  3.2.  Integrando  ambos  miembros  en  t entre 
a y b obtenemos 

N N b 

Y,Xl  ll'*MI|J=l>í<  / Kt?dt  = K\  ViVeN.  (3.5,5) 

Por  lo  tanto,  la  serie  formada  con  los  cuadrados  de  los  autovalores  de  un  operador 
integral  de  Fredholm  de  núcleo  hermítico  y de  cuadrado  sumable  es  convergente, 

OO 

Ag  < K2  < oo  (3.5.6) 

k=  1 

(resultado  que  no  es  válido  en  general  para  otros  operadores  simétricos  y compac- 
tos). 


Una  función  en  la  imagen  del  operador  es  de  la  forma 
y(t)  = Ax(t ) = A i Y ak  ek(t ) l , 


. fc=i 


(3.5.7) 


donde  ak  = (ek,x).  Dado  que  la  serie  en  el  segundo  miembro  converge  al  vector  x, 
por  la  continuidad  de  A podemos  escribir 


OO 

y(t)  = > Qfc  A ek(t)  = Y,  A kakek(t). 

k=l  {ejtlAfc^O} 


(3.5.8) 
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Por  lo  tanto,  una  función  y(t)  E Rank(A)  es  el  límite  en  media  de  un  desarrollo 
en  serie  de  autovectores  de  A correspondientes  a autovalores  no  nulos. 


Teorema  3.5.  Si  el  núcleo  K(t,s),  hermitico  y de  cuadrado  sumable,  satisface 

la  condición  de  Hilbert  - Schmidt4, 

rb 


m 2 


í l*(M)|5 

Ja 


ds  < M 2 


(3.5.9) 


donde  M es  una  constante  independiente  de  t,  entonces  toda  función  y(t)  en  el 
rango  del  operador  integral  A que  define  ese  núcleo  tiene  un  desarrollo  en  serie  de 
autofunciones  de  A que  no  sólo  converge  en  media  a y(t),  sino  también  absoluta  y 
uniformemente. 


Consideremos  una  suma  parcial  de  la  serie  para  y(t)  en  el  miembro  de  la  derecha 
de  la  ec.  (3.5.8), 


N 

^ ak  A k ek(t) 

k=  i 


N 

< ^2  M |A*e*(í)| . 

fc=i 


(3.5.10) 


Teniendo  en  cuenta  que,  por  la  desigualdad  de  Bessel, 

N 

£M2<||I||\  V»£  N,  (3.5.11) 

fc=  1 


y que,  por  hipótesis,  de  la  ec.  (3.5.4)  tenemos 


N 

^2\2k\ek{t)\2  <k(t)2  <M2,  ViVeN,  Ví€  [a,6],  (3.5.12) 

fc=i 

aplicando  la  desigualdad  de  Cauchy  - Schwarz  en  RjV  obtenemos 
N 

£KIIW*)I<IM|M,  V IV  e N , Vi  e [a,  fe] . (3.5.13) 

fc=l 


Por  lo  tanto,  si  se  satisface  la  condición  de  Hilbert  - Schmidt,  la  serie  en  (3.5.8) 
converge  absoluta  y uniformemente  a la  función  y(t)  en  el  intervalo  [a,  fe].  □ 


La  condición  de  Hilbert  - Schmidt  se  satisface,  en  particular,  cuando  el  núcleo 
de  cuadrado  sumable  K(t,s ) es  continuo.  En  ese  caso  Rank(T)  C C2(a.  b)  (ver 
ecuaciones  (3.3.15-3.3.16)),  lo  que  implica  que  las  autofunciones  del  operador  integral 
correspondientes  a autovalores  no  nulos  son  también  continuas. 


4Erhard  Schmidt  (1876  - 1959). 
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3.6.  Ecuaciones  integrales  inhomogéneas 


Consideremos  la  ecuación  integral 

V>(t)  = /(*)  + í K(t,s)<p(s)ds,  (3.6.1) 

J a 

donde  f[t)  y K(t,s ) son  funciones  conocidas,  y la  función  incógnita  tp(t)  aparece 
bajo  el  signo  integral. 

Si  f(t ) e L2(a,í>)  y K(t,s)  = K(s,t)*  € L2((a,  b)  x (a,  b)),  la  anterior  ecuación 
integral  puede  ser  interpretada  como 


¥>(*)  = /(t)  + Ap(t), 


(3.6.2) 


donde  T es  el  operador  integral  de  Fredholm  cuyo  núcleo  (hermítico  y de  cuadrado 
sumable)  es  K(t,s). 

Como  el  operador  A así  definido  es  simétrico  y compacto,  tiene  un  sistema  or- 
tonormal  completo  de  autovectores,  A ek(t)  = \k  &k(t ) , k e N. 

Si  existe  una  solución  (p(t)  E L2(a,  b)  para  la  ec.  (3.6.2),  ella  puede  ser  represen- 
tada como  el  límite  de  su  desarrollo  de  Fourier  respecto  de  ese  sistema  completo. 
Por  lo  tanto,  tiene  sentido  tratar  de  determinar  sus  coeficientes  de  Fourier. 

Tomando  el  producto  escalar  de  ambos  miembros  de  la  ec.  (3.6.2)  con  el  auto- 
vector  e*.(í)  obtenemos 


(efe,  <p)  = (ek,  f ) + (ek,  Atp)  = 

= (ejfe,  /)  + (A  ekt  <p)  = (e*,  /)  + \k  (efc,  <p) , 
dado  que  A es  simétrico.  Resulta  entonces  que 


(3.6.3) 


(1  ->¡k)(ek,<p)  = («*./)• 


(3.6.4) 


Esta  ecuación  sólo  permite  determinar  unívocamente  los  coeficientes  de  Fourier 
de  (p(t)  correspondientes  a los  (numerables)  autovectores  de  autovalor  distinto  de  la 
unidad: 

(efe>  /) 


dk  — (^fc)  ¡P)  — 


(1  - ^k) 


(3.6.5) 


— (efc>  /)  + 


(eJ fc>  /) , K i1  1 • 


(1  - A*) 

Comprobemos  que  estos  coeficientes  de  Fourier  definen  efectivamente  un  vector 
de  L2(a,  b).  Si  llamamos 


M = max{Afe¿1}  jj^- 


1| 


(3.6.6) 
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(recordemos  que  los  autovalores  de  un  operador  simétrico  completamente  continuo 
forman  una  secuencia  que  converge  al  origen  - ver  Lema  3.6),  podemos  escribir 


£ M2=  £ M< 


{efc  | Afc^l} 


íefc  I Afc^l} 


(1  - Afc)2 


(3.6.7) 


<M2  Y,  l(efc,/)|2<M2||/||2, 

{efc  I Afc#l} 


en  virtud  de  la  desigualdad  de  Bessel.  Por  lo  tanto  (ver  Teorema  2.7),  la  serie 

<¡>{t)  = Y,  ak£k{t)  (3.6.8) 

lefc  I 

converge  a un  vector  del  espacio  L2(a,  b). 

Si  A = 1 no  es  un  autovalor  de  A,  el  conjunto  (e*.  | A*.  / 1}  es  un  sistema 
ortonormal  completo  en  L2(a,  b ),  y la  ec.  (3.6.2)  tiene  una  única  solución  dada  por5 

A k 


m=  £ {(«,/)+7T^tt(«,/)W) 

i \.  ^.i  \ v ' k)  J 

Afc 


lefc  | Afc^l} 

/(¿)  + ^2 


(3.6.9) 


(1  - A fc) 


(e*,/)  e*(í). 


{efc  I Afc  ^0,1} 

En  efecto,  teniendo  en  cuenta  la  continuidad  de  los  operadores  acotados,  podemos 
escribir 

(efc,  /) 


(i  - A)  4>(t)  = (i  - A)  Y,  W^T)ek{t)  = 

(efc  I Aj.^1}  ' k) 


(3.6.10) 


- £ 


{®fc  | Afc^l} 


(efe,  /) 

(1  - Afc) 


(I  - A)  e*(t)  » £ (e*,/)e»(t)  = /(t). 

Pfc  I Afc^l} 


Por  otra  parte,  si  A = 1 es  autovalor  de  A , entonces  el  subespacio  característico 
correspondiente,  Eq),  tiene  dimensión  finita  (dado  que  A es  completamente  continuo 
- ver  Lema  3.6). 

Sea  {¿^(í), . . . ,£n(t)}  una  base  ortonormal  de  Eqp  La  ecuación  (3.6.4)  implica 

que 

(1  - 1)  (£k,  <p)  = 0 = (£*,  /) , k = 1, 2, . . . , n . (3.6.11) 

Esto  es  una  contradicción  a menos  que  f(t ) X £*,(£) , k — 1,2, ...  ,n.  En  este 
caso,  el  vector  <¡)(t)  (ec.  (3.6.9))  es  una  solución  particular  de  la  ecuación  (3.6.2). 

5Nótese  que  con  esta  expresión  sólo  es  necesario  conocer  las  autofunciones  de  A correspondien- 
tes a autovalores  no  nulos. 
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Pero  esa  solución  no  es  única6,  dado  que  los  n coeficientes  de  Fourier  (£&,  ip)  quedan 
indeterminados . 

La  solución  general  de  (3.6.2)  se  escribe  como  la  suma  de  (j)(t ) y la  solución 
general  de  la  ecuación  homogénea: 


<f(t)  = <¡>(t)  + (¡>i(t)  = 


= m + E 

{e*  | Afc5¿0,l} 


^ k 

(1  - Afc) 


efc(í)  + <t>i{t) , 


(3.6.12) 


donde  = c\  £\  (t)-\ 1- Cn  £n(t)  es  un  autovector  arbitrario  de  A correspondiente 

al  autovalor  1 . Esto  significa  que  la  solución  está  determinada  a menos  de  la  elección 
de  n constantes  arbitrarias. 


Finalmente,  si  f(t)  no  es  ortogonal  al  subespacio  característico  correspondiente 
al  autovalor  1 la  ecuación  integral  (3.6.2)  no  tiene  solución7. 


Nótese  que  (<¿>(í)  — /(í))  = Aip(t)  € Rank(A),  de  modo  que  si  el  núcleo  K(t,s) 
satisface  la  condición  de  Hilbert  - Schmidt,  entonces  la  serie  en  el  miembro  de  la 
derecha  de  la  ec.  (3.6.9)  no  sólo  converge  en  media,  sino  también  absoluta  y unifor- 
memente. 

En  particular,  si  el  núcleo  K(t,  s ) es  continuo,  entonces  la  diferencia  (<p(t)  — /(í)) 
es  una  función  continua. 


3.6.1.  Cálculo  de  autofunciones  y autovalores  de  un  operador  inte- 
gral. Hemos  visto  que  la  expresión  de  la  solución  de  la  ecuación  integral  (3.6.2) 
requiere  del  conocimiento  de  las  autofunciones  del  operador  integral  correspondien- 
tes a autovalores  no  nulos  (ver  ec.  (3.6.12)). 

En  lo  que  sigue  veremos  cómo  calcular  esas  autofunciones  en  el  caso  de  un  ope- 
rador de  Fredholm  de  núcleo  degenerado  (no  necesariamente  simétrico). 

Consideremos  un  operador  integral  A definido  por  el  núcleo 

n 

K(t,s)  = ¡pk(t)  ij>k(s)*  , v?fc(í),^fc(í)  6 L2(a,6),  (3.6.14) 

fc=i 

6En  efecto,  si  A = 1 es  autovalor  de  A,  la  ecuación  homogénea  (I  — A)<f>\  = 0 tiene  soluciones 
no  triviales.  Entonces,  si  existe  una  solución  para  la  ecuación  inhomogénea  (I  — A)<¡)  = f,  ella  no 
es  única  puesto  que  (I  — A) (</>  -\-  <¡>i)  = f. 

7En  efecto,  si  (I  — A)<p  = /,  y (I  — A)<j>i  — 0,  entonces 


(0!,  (I  - A)ip)  = ((I  - A)<j>i,  *,)  = (0,  <p)  = 0 = (</.!,  /) . 


(3.6.13) 
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donde  los  conjuntos  {ipk  , k = 1, . . . , n}  y {ipk  , k = 1, . . . , n}  son  linealmente  inde- 
pendientes. 

Está  claro  que  todo  vector  no  nulo  ortogonal  a los  {ipk  , k = 1,  • • • , n}  es  un 
autovector  del  operador  integral  A correspondiente  al  autovalor  0.  Como  A apli- 
ca todo  L2(a,  b)  en  el  subespacio  de  dimensión  finita  generado  por  las  funciones 
{(fk  ,k  = 1, . . . , n},  todo  autovector  correspondiente  a un  autovalor  no  nulo  deber 
estar  contenido  en  ese  subespacio. 

Proponemos  entonces  para  un  autovector  e(t)  tal  que 


A e(t ) = A e(f) , con  A ^ 0 , 


(3.6.15) 


una  combinación  lineal  de  la  forma 

n 

e{t)  = ^ckífk(t)  (3.6.16) 

fc=i 

que,  reemplazada  en  la  ecuación  de  autovalores,  conduce  a 


(¿1  - Al)  e(í)  = ^2  Vkif)  (ib*,  e)  - A e(f)  = 

fc=i 


<Pk(t)  < ^2  M’'’  w) _ c/ 


= 0. 


fc=i 


í=i 


(3.6.17) 


Dado  que  las  funciones  (pk{t)  son  linealmente  independientes,  la  ec.  (3.6.17)  se 
reduce  a un  sistema  de  ecuaciones  algebraicas, 


( M — A 1 ) c = 0 , con  c = 


/Cl\ 


\°n  J 


(3.6.18) 


donde  Mjy  = (ipk,  <fi)  y 1 es  la  matriz  identidad  de  n x n. 

Este  sistema  de  ecuaciones  tiene  soluciones  no  triviales  para  aquellos  valores  de 
A que  sean  ceros  del  determinante  det(M  — A 1),  que  es  un  polinomio  de  grado  n en 
A.  Dichas  soluciones  determinan  las  autofunciones  del  operador  A a través  de  la  ec. 
(3.6.16). 


Si  el  núcleo  K(t , s)  es  no  degenerado,  siempre  puede  ser  aproximado  (en  la  métri- 
ca de  L2((a,  b ) x (a,  6)))  por  una  suma  parcial  de  su  desarrollo  de  Fourier  respecto  de 
algún  sistema  ortonormal  y completo,  Kn(t , s),  que  sí  es  un  núcleo  degenerado.  Los 
autovalores  y autovectores  de  este  último  pueden  ser  determinados  por  el  método 
antes  descrito. 


3.6.  ECUACIONES  INTEGRALES  INHOMOGENEAS 
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Bajo  ciertas  condiciones  de  regularidad  del  núcleo  K(t,s)  que  no  discutiremos 
en  este  curso8,  estas  aproximaciones  convergen  a los  autovalores  y autofunciones  del 
núcleo  original. 

3.6.2.  El  método  de  Rayleigh  y Ritz.  Consideremos  una  funcional  real 
F[p]  definida  sobre  un  espacio  euclídeo  E.  Los  extremos  de  la  funcional  son  aquellos 
vectores  p E E para  los  cuales  la  diferencia  (F[p  + eh]  — E[^])  toma  el  mismo  signo 
cualquiera  que  sea  el  vector  unitario  fie  E,  siempre  que  £ € M sea  suficientemente 
pequeño. 

La  primera  variación  de  la  funcional  F[p]  se  denota  por  SF[p,  eh]  y se  define 
como  la  parte  lineal  en  e de  la  diferencia 

F[p  + eh]  — F[</?]  = 8F[p,  eh]  + 0(e2) , con  fi  e E . (3.6.19) 

Los  extremos  de  F[p]  corresponden  a aquellos  vectores  p E E que,  para  todo  fi, 
anulan  a su  primera  variación.  En  efecto,  como  SF[p,  eh]  es  lineal  en  e,  si  SF[p,  eh]  ^ 
0 para  algún  fi  unitario,  entonces  hay  vectores  próximos  de  <£>,  de  la  forma  (p  + eh) 
con  |ej  <C  1,  para  los  cuales  F[p  + eh]  es  mayor  o menor  que  F[p],  según  sea 
el  signo  de  E.  En  consecuencia,  la  existencia  de  un  extremo  de  F[<£>]  requiere  que 
8F[p , eh]  = 0. 

Consideremos  ahora  un  operador  simétrico  (no  necesariamente  acotado)  A,  defi- 
nido sobre  un  dominio  'D(A)  denso  en  un  espacio  euclídeo  completo  E,  y definamos 
la  funcional  (real) 

F[d  ,eE.  (3.6.20) 

(v»i  V?) 

Para  ip,h  E 'D(A)  tenemos 

S(p,Ap)  = (eh,Ap)  + (p,Aeh)  = 


= e {(fi,  A p)  + {A  p,  fi)}  = 2 e $R(fi,  A p) , 


(3.6.21) 


v)  1 = /.,  !n2  i(eh>  v)  + (<P,  eh)}  = 7 3?  (fi,  p) , 


(Vh  <P)2 


(F,  f)2 


de  modo  que 


2£ 


ÓF[p,  eh]  = ^ $(h,Ap-  F[p]  p) . 


(3.6.22) 


Los  extremos  de  la  funcional  corresponden  a los  vectores  que  satisfacen 

8F[p, eh]  = 0,  Vfi  =>•  Ap  — F[p]  p = 0 , (3.6.23) 


8Ver,  por  ejemplo,  Methods  of  Mathematical  Physics  - Vol.  I,  R.  Courant  y D.  Hilbert 


102 


3.  FORMAS  Y OPERADORES  SOBRE  ESPACIOS  DE  HILBERT 


dado  que  el  dominio  de  definición  de  A es  un  subespacio  denso  (y  no  existen  vectores 
no  nulos  ortogonales  a subespacios  densos).  Es  decir,  los  extremos  corresponden  a 
los  autovectores  de  A, 

Aip  = \ ip , con  A = F[<p\ . (3.6.24) 


Si  A es  acotado,  entonces  esta  funcional  es  acotada: 

F[<P]  = l(&^0)l  < \\A(P  II  <M  ll>  con  = V7/!!  V II  • 


(3.6.25) 


Y si  además  A es  compacto,  sabemos  que  existe  un  autovector  ex  de  autovalor  \x 
tal  que  |Aj|  = ||  A ||. 

Para  A acotado,  la  funcional  (no  lineal)  F[(p]  también  resulta  continua,  dado  que 


\F[<p\  — F[ip]  \ = (<p-‘4>tA<p)  + (jjt,A(ip-‘4>)y) 
< | (f  ~ i>,  A(f)  | + | <P  - | < 

<ll^-íll{ll  ¿4> II + 11 M ll}< 

(<p-,0)  - (MI  - IMI)V> 


< 


2 II  A 


v II  II  V» 


(3.6.26) 


< 


< 


2 II  A 


v»  II  II  V» 


< 


2 II  A 


II  + 


2||V>||  ||  <p-  $ ||  =4 


- W\  | II  V'  II 


< 


<P  II  II 

en  virtud  de  la  desigualdad  triangular. 

Entonces,  si  {xx,x2,  ■ ■ ■ , . . . } es  un  sistema  ortonormal  y completo  en  el  es- 

pacio completo  E y ex  es  el  límite  del  desarrollo  de  Fourier 


tenemos  que 


ex  = lím  ipn,  tpn  = 6 xx  + £2  x2  H 


Aj  = F[ex]  = lím  F[<pn] . 


(3.6.27) 


(3.6.28) 


En  esas  condiciones,  podemos  intentar  aproximar  el  autovalor  de  A de  mayor 
valor  absoluto  reteniendo  sólo  una  suma  parcial  de  su  serie  de  Fourier.  La  funcional 
F[ip]  evaluada  en  ipn  se  reduce  a una  función  de  n variables, 


F[<Pn]  = /(6,  • • • O , tal  que  |/(£)|  = \F[<pn]\  < \\  A ||  . 


(3.6.29) 
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Entonces,  restringidos  a ese  subespacio  n-dimensional,  proponemos  como  mejor 
aproximación  al  extremo  de  la  funcional  al  vector  unitario  determinado  por  un  pro- 
blema de  extremos  condicionados  de  una  función  ordinaria  de  n variables, 


9(Í,A)  :=  m - A (e  - 1) 


' m i 

d£k 

m) 

k <9A 


^®-2A&  = 0,  k = l,...,n 
1 - £2  = 0 . 

(3.6.30) 


El  máximo  absoluto  de  esa  función  permite  determinar  un  vector  unitario 


<Pn  = 6 Zl  + 6 X2  -f 1-  Xn 


(3.6.31) 


(que  en  general  no  coincidirá  con  ipn). 

Si  la  secuencia  {<pn,n  E N}  también  tiene  por  límite  al  autovector  ei,  dada  la 
continuidad  de  F[y?],  el  autovalor  de  máximo  valor  absoluto  puede  obtenerse  como 

\i  = lím  F[<pn] . (3.6.32) 

TI— }OC 

No  obstante,  el  problema  de  la  convergencia  de  la  secuencia  {(pn,  n E N}  al  auto- 
vector  ex  es  mucho  más  delicado,  pues  depende  de  la  apropiada  elección  del  sistema 
completo  en  E en  relación  al  operador  A considerado  y debe  ser  analizado  en  cada 
caso  particular9. 


3.7.  Operadores  no  acotados  con  inversas  completamente  continuéis 

Consideremos  un  operador  lineal  no  acotado  L,  definido  sobre  un  subespacio 
D(L)  de  un  espacio  euclídeo  E.  Un  operador  lineal  acotado  A,  definido  sobre  todo 
E,  se  dice  inverso  de  L si  se  satisfacen  las  siguientes  condiciones: 

a)  Va:  € E se  cumple  que  Ax  E T>(L)  y LAx  = x, 

b)  y y E V(L)  es  ALy  = y, 

Es  decir,  A es  el  inverso  de  L si  es  su  inverso  tanto  a izquierda  como  a derecha. 


Ejemplo  3.8.  Consideremos  el  operador  diferencial 

Dy(t)  :=  y'(t) , (3.7.1) 

definido  sobre  el  conjunto  'D(D)  formado  por  las  funciones  absolutamente  conti- 
nuas10 en  [a,  6],  tales  que  y(a)  = 0 y su  derivada  primera  y'(t)  E L2(a,  b ). 

°Ver,  por  ejemplo,  R.  Courant  y D.  Hilbert,  Methods  of  Mathematical  Physics  - Vol.  I,  pag. 

175. 

10Una  función  <p(t)  se  dice  absolutamente  continua,  ip(t)  € AC(a,b),  si  es  una  función 
continua  en  (a,  b)  cuya  derivada  (en  el  sentido  de  límite  de  cociente  incremental)  existe  en  casi 
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Ya  sabemos  que  las  funciones  diferenciables  en  (a,  b ) que  se  anulan  indéntica- 
mente  en  entornos  de  los  extremos  de  ese  intervalo  forman  un  conjunto  denso  en 
C2(a,  b).  Como  esas  funciones  son  absolutamente  continuas,  resulta  que  T)(D ) es  un 
subespacio  denso  de  C2(a,  b). 

Veremos  que  el  operador  integral  A definido  como 

Ax(t)  :=  í x(s)ds=  í G(t  — s)  x(s)  ds  , (3.7.6) 

Ja  Ja 


G(t  - s) 


(3.7.7) 


donde 

1 , t > s , 

0 , t < s , 

es  el  inverso  de  D.  Tratándose  de  un  operador  de  Fredholm  de  núcleo  de  cuadrado 
sumable  (siempre  que  (b  — a)  < oo),  A es  completamente  continuo  y está  definido 
sobre  todo  L 2(a,b). 

Tengamos  en  cuenta  que  si  x(t)  € L2(a,  6),  entonces  x(t)  es  sumable  en  [a,  b]  (y, 
por  lo  tanto,  localmente  sumable).  En  efecto,  dado  que  l(f)  = 1 6 L2(a,  b)  (para 
(b  — a)  < oo),  tenemos  que 

(l(t),  |ar(í)|)  = / 1 X |x(í)|  di  < ||  1 ||  ||  x ||  = Vb-a  ||  x ||  . 

J a 


(3.7.8) 


Por  lo  tanto. 


rbi 

I \x(t)\dt<  y/b  — a ||  x ||  , Val5  í>!  € [a,  b] . (3.7.9) 

J ai 


todo  punto  de  ese  intervalo  y es  una  función  localmente  sumable: 

rb  i 

<p'(t)  E LÍIoc  \a,b)  =>  / \(p'(t)\dt  < oo,  | a < ai  < < b.  (3.7.2) 

Jai 

Las  funciones  absolutamente  continuas  forman  un  subespacio  denso  en  el  espacio  C2(a,  b),  dado 
que  V2(a,  b)  C -4C(a,  b).  Se  puede  demostrar  que  estas  funciones  pueden  ser  reconstruidas  a partir 
de  su  derivada  mediante  la  regla  de  Barrow, 

rt 

<p(t)  E AC(a,  b)  =>  tp'(t)  € Ljloc^ \a,  b)  y <p(t)  = / <p' (s)  ds  + ip(ai) . (3.7.3) 

Jai 

Inversamente,  si  í/>(f)  6 L^loc '^(a,  b)  entonces  tiene  una  primitiva  <p(t)  = f*  ds  € AC(a,  b) 
tal  que  = ip{t)  en  casi  todo  punto. 

Para  las  funciones  absolutamente  continuas  también  vale  la  regla  de  integración  por  partes. 
En  efecto,  si  ip\ (£),  <p2(t)  6 AC(a,  b),  entonces  ^i(t)  ip2 (t)  E AC(a,  b),  la  derivada  del  producto  es 

(<Pi(t)<P2(t)Y  = ip'At)  <p2(t)  +<^1  (t)<p2{t)  E Ll1loc  )(a,6) , (3.7.4) 


/ ^'2{s)  ds  = ipi{t)  ip2{t)  - <p2{ai)  - j {s)<p2(s)ds.  (3.7.5) 

J a^  Jai 
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En  esas  condiciones,  x(t)  tiene  una  primitiva  y(t)  E AC(a,  b), 

y(t)  = / x(s)ds  + y(a), 

J a 


(3.7.10) 


cuya  derivada  es  y'(t ) = x(t)  en  casi  todo  punto.  Si  elegimos  que  y (a)  = 0,  entonces 

y(t ) € V(D). 

Por  lo  tanto,  D : T>(D)  — > £<2(0,  b),  mientras  que  A : L2 (a,  b ) — > T)(D).  Además, 
se  satisface  en  casi  todo  punto  que 

• AD  y(t)  = y'(s)  ds  = y(t)  - y (a)  = y(t) , V y(t)  E V(D) , 

(3.7.11) 

• DAx(t)  = (f*  x(s)  ds^  = x(t) , Vx(í)  e L2(a,6). 

Es  decir,  A es  el  inverso  de  D. 


Lema  3.8.  Supongamos  que  un  operador  lineal  simétrico  y completamente  con- 
tinuo A,  definido  sobre  un  espacio  euclídeo  E,  es  el  inverso  de  un  operador  lineal  no 
acotado  L,  definido  sobre  un  subespacio  'D(L)  C E.  Entonces 

■ los  autovalores  de  A son  todos  no  nulos, 

■ los  autovalores  de  L son  todos  no  nulos, 

■ todo  autovector  de  A correspondiente  al  autovalor  X es  también  un  autovector 
de  L correspondiente  al  autovalor  p = 1/A. 

Supongamos  que  áx  = 0,  entonces  x = (LA)  x = L(Ax)  = L 0 = 0.  Pero  x = 0 
no  es  un  autovector  de  A. 

Similarmente  se  prueba  que  si  L y = 0 =>  ?/  = 0 . 

Supongamos  ahora  que  Ax  = Xx,  con  A ^ 0.  Entonces,  x = (LA)  x = L(Ax)  = 
L(Xx)  = XLx  =>  Lx  = px,  con  p = 1/A.  □ 

Teorema  3.6.  Sea  L un  operador  lineal  no  acotado,  definido  sobre  un  subespacio 
T>(L)  de  un  espacio  de  Hilbert  E.  Si  L tiene  por  inversa  a un  operador  lineal  simétrico 
y completamente  continuo  A,  entonces  L también  tiene  un  sistema  ortonormal  y 
completo  de  autovectores  correspondientes  a autovalores  no  nulos.  En  particular,  L 
está  densamente  definido. 

En  efecto,  si  A es  simétrico  y compacto  en  un  espacio  de  Hilbert,  por  el  Teo- 
rema 3.4  sabemos  que  tiene  un  conjunto  ortonormal  y completo  de  autovectores. 
Según  el  Lema  3.8,  esos  autovectores  corresponden  a autovalores  no  nulos,  y son 
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simultáneamente  autovectores  de  L:  para  todo  k eN  tenemos 

A eje  — Afc  e¿j , A^  ^ 0 =£•  L e¿  , con  — t . (3.7 . 12) 

En  particular,  efe  = pk  Aejt  € T){L). 

Por  lo  tanto,  'D(L)  contiene  un  conjunto  ortonormal  y completo  de  autovectores 
de  L correspondientes  a autovalores  no  nulos.  Por  el  Teorema  2.6,  resulta  que  T>(L) 
es  un  subespacio  denso  en  E. 

3.8.  El  operador  de  Sturm  - Liouville 

Un  operador  de  Sturm  - Liouville  definido  sobre  un  espacio  de  funciones  con  una 
derivada  segunda  continua,  y"{t ) E C2(a,  b),  donde  — oo  < a < b < oo,  opera  de  la 
forma 

L y(t)  = (p(f)  y'(£))  + q(t ) y{t)  = x(t ) , (3.8.1) 

con  x(t ) € C2(a,b)  si  las  funciones  reales  p(t),p'(t)  y q(t)  son  continuas  en  [a,  6]. 

Si  p(a)  ^ 0 ^ p(b),  este  operador  resulta  simétrico  si  las  funciones  pertenecientes 
a su  domino  de  definición,  'D(L),  satisfacen  además  condiciones  de  contorno  locales 
homogéneas  de  la  forma 

a y(a)  + ¡3 y' (a)  = 0 , 'yy(b)  + Sy\b)  = 0,  (3.8.2) 

con  a2  + /32  ^ 0 ^ q2  + S2. 

Un  operador  de  esas  características  se  dice  no  singular  si  la  ecuación  L y(t)  = 
0(í)  no  tiene  en  'D(L)  soluciones  no  triviales. 

Supongamos  que  L sea  no  singular,  y que  la  ecuación 

Ly(t ) = x(t ) e C2(a,b)  (3.8.3) 

tenga  una  solución  y(t)  E T>(L).  Entonces  esa  solución  es  única,  puesto  si  tenemos 
que  también  es  L z(t)  = x(t),  con  z(t ) E T>(L),  entonces 

L[y{t)  - z(í))  = x (t)  - x (t)  = 0(t)  =>  z(t)  = y(t) . (3.8.4) 

Mostraremos  que  para  todo  operador  de  Sturm  - Liouville  no  singular  L : 
V(L)  — > C2(a,b)  existe  un  operador  integral  de  Fredholm  A : C2(a,b)  — >■  D(L), 
cuyo  núcleo  K(t,s ) es  una  función  real  simétrica  y continua,  que  tiene  la  propiedad 
de  que  para  toda  función  continua  x(t),  la  función 

y(t)  = Ax(t)  = í K(t,s)x(s)ds 


(3.8.5) 
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tiene  una  derivada  segunda  continua  y satisface  las  condiciones  de  contorno  (3.8.2), 
además  de  ser  (la  única)  solución  de  la  ecuación  Ly(t ) = x(t).  En  esas  condiciones, 
A es  inverso  de  L a derecha: 

Ly(t)  = LAx(t)  = x(t) , y x(t)  E C2(a,  b) . (3.8.6) 

Inversamente,  si  y(t ) E 'D(L)  entonces  Ly(t ) = x(t)  E C2(a,  b).  Como  la  solución 
de  esta  ecuación  es  única,  y(t)  puede  ser  representada  como  en  (3.8.5),  de  modo  que 
A también  resulta  ser  inverso  de  L a izquierda: 

Ax(t)  = ALy(t)  = y(t ) , \/y(t)  E V(L) . (3.8.7) 

Para  determinar  el  operador  inverso  de  L,  dada  cualquier  función  continua  x(t), 
debemos  hallar  la  solución  de  la  ecuación  diferencial  inhomogénea 

L y(t)  = p(t)  y"{t)  + p'(t)  y'(t ) + q(t)  y(t)  = x(t)  (3.8.8) 

que  satisfaga  las  condiciones  de  contorno  locales  especificadas  en  (3.8.2).  En  la  ecua- 
ción (3.8.8),  L es  entendido  sólo  como  un  operador  diferencial  (sin  un  dominio  res- 
tringido más  allá  de  la  existencia  de  la  derivada  segunda  de  las  funciones  sobre  las 
que  opera). 

Para  fijar  ideas,  en  lo  que  sigue  adoptaremos  las  condiciones  de  contorno  de 
Dirichlet11  en  ambos  extremos12, 

y(a)  = o,  y(b)  =0.  (3.8.10) 

Toda  ecuación  diferencial  homogénea  de  segundo  orden  con  coeficientes  conti- 
nuos,  como  Lu(t)  = 0,  tiene  dos  soluciones  linealmente  independientes,  u\  (t)  y U2(t) 
(funciones  dos  veces  diferenciables).  Estas  pueden  ser  elegidas  de  manera  que  satis- 
fagan la  condición  de  contorno  (3.8.10)  en  uno  de  los  extremos  del  intervalo  [a,  6]  (y 
sólo  en  uno,  dado  que  estamos  suponiendo  que  L es  no  singular), 

Lui¿(t)  = 0 , Vi  € (a, b) , W!(a)  = 0,  u2(b)  = 0.  (3.8.11) 

Para  construir  la  solución  de  (3.8.8)  podemos  seguir  el  método  de  los  coeficientes 
indeterminados  y proponer 

y{t)  = C1(t)ul(t)  + C2(t)u2(t)1  (3.8.12) 

11Johann  Peter  Gustav  Lejeune  Dirichlet  (1805  - 1859). 

12La  construcción  del  inverso  para  las  condiciones  de  Neumann  (Cari  Gottfried  Neumann 
(1832  - 1925)), 

j/(a)  = 0,  y'(b)  = 0,  (3.8.9) 

o para  las  más  generales  condiciones  de  Robin  (Victor  Gustave  Robin  (1855  - 1897))  , ec. 
(3.8.2),  es  enteramente  similar. 
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donde  las  funciones  CXt2(t)  son  dos  veces  diferenciables.  Esta  expresión  debe  ser 
reemplazada  en  (3.8.8),  lo  que  da  lugar  a una  primera  ecuación  que  involucra  a 
estas  dos  funciones. 

Para  la  derivada  de  y{t)  tenemos 

y'(t)  = Cx(t)  u\{t)  + C2(t)  u2(t)  + C[(t)  ux(t)  + C'2(t)  u2(t) . (3.8.13) 


Como  necesitamos  una  segunda  ecuación  para  determinar  las  dos  funciones  C\  (t) 
y C2(t)  (y  a los  efectos  de  simplificar  los  cálculos  evitando  la  aparición  de  las  deri- 
vadas segundas  de  estas  funciones),  podemos  imponer  que 

C[(t)  Ul(t)  + C'(í)  u2(t)  = 0 , (3.8.14) 


de  donde  resulta  que 


y"{t)  = Cx(t)  <(£)  + C2(t)  u"(£)  + C[(t)  ui(£)  + C'2(t)  u'2(t) . 


(3.8.15) 


Reemplazando  (3.8.12-3.8.15)  en  (3.8.8)  obtenemos 


L y(t)  — Ci(t)  L Ui(t)  + C2(t)  L u2(t)-\- 
+p(t)  (C[(t)  u[(t)  + C'2{t)  u'2(t ))  = rr(í) . 


(3.8.16) 


Entonces,  de  (3.8.11),  (3.8.14)  y (3.8.16)  obtenemos  un  sistema  de  ecuaciones 
algebraicas  para  las  derivadas  de  las  funciones  que  tratamos  de  determinar, 


/ p{t)  u[(t)  p(t)u'2(t)\  /C((í)\  = /x(í)\ 

V Mt)  Mt)  ) { o ; ‘ 

El  discriminante  del  sistema, 


p(t)  «i(í) 

Ul(t) 


p{t)  u'2(í)\ 

u2(t)  J 


= p(£){u,1(í)ií2(£)  - «i (£)«(,(£)}  =p(t)W[u1,u2](t)  = C0 


(3.8.17) 


(3.8.18) 


(donde  W [«1,1X2]  es  el  Wronskiano  de  las  dos  soluciones  linealmente  independientes 
de  la  ecuación  homogénea),  es  una  constante  no  nula,  como  puede  verificarse  fácil- 
mente tomando  su  derivada  y empleando  la  ecuación  (3.8.11),  y teniendo  en  cuenta 


que 


C0  = p(a)  u[(a)  u2(a)  = - p(b ) Ux(b)  u'2(b ) . 


(3.8.19) 


3.8.  EL  OPERADOR  DE  STURM  - LIOUVILLE 


109 


En  esas  condiciones, 

= (P(t)u\(t)  pWuMY1  /z(í)\  = 

{C'(t)J  ^ Ul(t)  1X2 (í)  J { 0 J “ 

(3.8.20) 

J_  / “2 (t)  -p{t)u'2(t)\  íx(t)\ 

c0  p(t)u[{t)  / \ o y ’ 


de  donde  resulta  que 


C[(t) 


u2(t)  x(t) 


C'(t) 


Ui(t)  x(t) 


(3.8.21) 


C0  ’ ' C0 

Ahora  debemos  elegir  primitivas  de  estas  funciones  que  garanticen  que  y(t ) sa- 
tisfaga las  condiciones  de  contorno  requeridas,  ec.  (3.8.10).  Esto  se  logra  con 


Ci(t) 


i: 


u2(s)x(s) 

Co 


ds , C2(t) 


f 


«l(s) x(s) 

Co 


ds . 


(3.8.22) 


Por  lo  tanto,  dada  x(t)  € C2(a,b),  la  función  dos  veces  diferenciable  que  es 
solución  de  la  ec.  (3.8.8)  y que  satisface  las  condiciones  de  contorno  (3.8.10)  está  dada 
por 

rb 


y(f)  = -^-jy  ui(t)u2{s)x(s)ds  + J tíi(s)  u2(t)  x(sj  <ís| 


-/ 


K(t,  s ) x(s)  ds  = Ax(t)  E T^{L) , 


donde  el  núcleo  del  operador  integral  A, 

ui(t)  u2(s ) 

G, 

ttl(s)  u2(t) 


K(t,  s)  = < 


Co 


, t < s, 


, t > s, 


es  una  función  continua  de  sus  dos  variables,  incluso  en  t = s. 


(3.8.23) 


(3.8.24) 


Dado  que  K(t,  s ),  con  a < t,  s < b,  es  real,  simétrico  y está  acotado,  A es  un  ope- 
rador integral  de  Fredholm  simétrico  y completamente  continuo,  que  entonces  tiene 
un  conjunto  ortonormal  y completo  de  autovectores.  Como  el  operador  así  cons- 
truido es  el  inverso  de  L,  por  el  Teorema  3.6  concluimos  que  L tiene  un  conjunto 
ortonormal  y completo  de  autovectores  que  corresponden  a autovalores  no  nulos. 


Señalemos  que,  para  t ^ s,  el  núcleo  es  una  función  dos  veces  diferenciable  de  la 
variable  t (puesto  que  «i(t)  y u2(t)  lo  son),  satisface  la  ecuación  diferencial 


LK(t,s)  = 0 , para  t ^ s , 


(3.8.25) 
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(puesto  que  Lui¿(t)  = 0)  y también  las  condiciones  de  contorno  del  problema, 

is t ~ „\ «i(a)«2(a)_n  uÁs)u2(b)  _n  ,0  Q 

K(a,s) — — 0,  K (o,  s) — — 0.  (3.8.26) 

Oo  Cq 

Por  otra  parte,  su  derivada  primera  presenta  una  discontinuidad  en  t = s, 


dtK(t,s) 


{t=s+} 


dtK(t,s) 


{*=•-} 


(iti(s)i4(s)  - ui(s)u2(s))  VP[tli,U2](s) 


(3.8.27) 


1 


Co  C0  p(s ) 

Entonces,  si  adoptamos  la  regla  usual  de  derivación  de  funciones  diferenciables  a 
trozos  que  tienen  discontinuidades  de  altura  finita13,  que  prescribe  sumar  a la  deriva- 
da de  la  función  una  Delta  de  Dirac14  concentrada  en  cada  punto  de  discontinuidad 
y multiplicada  por  la  altura  de  esa  discontinuidad,  obtenemos 


LK(t,  s)  = p(t) 


S(t-s)  , 


p(s) 


+ d4K(t,s))  + 


(3.8.28) 

+p(t)  dtK(t,  s)  + q(t)  K(t,  s)  = S(t  - s ) . 

Esto  muestra  que  el  núcleo  K(t , s)  del  operador  integral  inverso  de  L,  ec.  (3.8.24), 
es  la  función  de  Green10  del  problema  de  condiciones  de  contorno  considerado. 


Desde  luego  que  toda  función  y(t)  € D(L)  es  el  límite  (en  media)  de  su  desarrollo 
de  Fourier  respecto  del  sistema  ortonormal  completo  de  autofunciones  de  L, 

OO 

y{t)  = A x(t)  = Xk  (ejfc,  x ) ek(t) , (3.8.29) 

k=  i 

donde  x{t)  = Ly(t). 

Teniendo  en  cuenta  que  D(L)  C Rank(A)  y que  el  núcleo  continuo  K(t,  s) 
satisface  la  condición  de  Hilbert  - Schmidt,  ec.  (3.5.9),  vemos  que  la  serie  en  (3.8.29) 
también  converge  absoluta  y uniformemente,  de  acuerdo  con  el  Teorema  3.5. 

Estos  resultados  permiten  establecer  el  siguiente  teorema. 


Teorema  3.7.  Todo  operador  de  Sturm  - Liouville  no  singular  tiene  un  conjunto 
ortonormal  completo  de  autofunciones  ek{t ) E D(L) , k E N.  Además,  toda  función 
dos  veces  diferenciable  que  satisfaga  las  condiciones  de  contorno  que  especifican  el 
dominio  del  operador,  y(t)  E D(L),  tiene  un  desarrollo  de  Fourier  respecto  de  los 
autovectores  ek(t)  que  converge  absoluta  y uniformemente. 

13Regla  que  justificaremos  más  adelante,  cuando  tratemos  la  teoría  de  distribuciones. 

14Paul  Adrien  Maurice  Dirac  (1902  - 1984). 

15George  Green  (1793  - 1841). 
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Ejemplo  3.9.  Consideremos  el  operador  Ly(t)  = y"(t),  definido  sobre  el  subes- 
pacio de  C2(0, 7r)  formado  por  las  funciones  dos  veces  diferenciables  que  satisfacen 
las  condiciones  de  contorno  y(0)  = 0,  y(ir)  = 0. 

Se  trata  de  un  operador  de  Sturm  - Liouville  no  singular.  En  efecto,  y"(t)  = 0 => 
y(t)  = a + bt,  pero  y(0)  = a = 0 y y(n)  = bn  = 0 requieren  que  y(t)  = 0. 

Por  lo  tanto,  L así  definido  tiene  una  inversa  simétrica  y completamente  continua, 
y sus  autofunciones,  e*.(í)  = sin (kt) , k € N,  correspondientes  a los  autovalores  yk  = 
— k 2,  forman  un  sistema  ortonormal  y completo  en  L2(0, 7 r)  (cosa  que  ya  sabíamos). 

Además,  toda  función  dos  veces  diferenciable  que  se  anula  en  t = 0,  n tiene  un 
desarrollo  en  serie  de  senos  que  no  sólo  converge  en  media,  sino  también  absoluta  y 
uniformemente. 


Consideremos  ahora  el  caso  de  un  operador  de  Sturm  - Liouville  singular,  es 
decir,  un  operador  simétrico  L,  como  el  definido  por  las  ecuaciones  (3.8.1)  y (3.8.2), 
que  tiene  un  autovalor  nulo. 

Teniendo  en  cuenta  que  autovectores  de  un  operador  simétrico  correspondientes  a 
autovalores  distintos  son  ortogonales  entre  sí,  y que  en  un  espacio  de  Hilbert,  como 
es  L 2(a,b),  no  puede  haber  más  que  una  cantidad  infinita  numerable  de  vectores 
ortogonales  entre  sí,  vemos  que  no  todo  número  real  puede  ser  un  autovalor  de  L. 

Supongamos  que  yo  € M no  es  autovalor  de  L,  y definamos  sobre  el  mismo 
dominio  un  nuevo  operador:  L y :=  L — y0  b con  'D(Li)  = 'D(L).  Lx  es  también 
un  operador  de  Sturm  - Liouville  simétrico,  que  difiere  del  anterior  sólo  en  que 
q(t)  —A  (q(t)  — yo).  Pero,  a diferencia  de  L,  Ly  es  no  singular. 

En  esas  condiciones,  valen  para  L\  las  propiedades  antes  descritas.  En  particular, 
Lx  tiene  un  conjunto  ortonormal  y completo  de  autofunciones  correspondientes  a 
autovalores  no  nulos, 

L\  ek(t)  = yk  ek(t)  =>  L ek(t)  = ( yk  + y0)  ek(t) . (3.8.30) 

Pero  entonces  L también  tiene  un  sistema  ortonormal  completo  de  autofunciones 
ek(t ) correspondientes  a autovalores  Xk  = yk  + yo,  uno  de  los  cuales  es  nulo.  Y toda 
función  y(t)  e D(L)  tiene  un  desarrollo  en  serie  de  autofunciones  de  L que  converge 
absoluta  y uniformemente. 

Ejemplo  3.10.  Los  polinomios  de  Legendre  son  los  autovectores  del  operador 
de  Sturm  - Liouville  definido  sobre  el  subespacio  de  las  funciones  dos  veces  diferen- 
ciables en  (—1,1),  sobre  las  que  actúa  como 

(3'8'31) 
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En  este  caso  tenemos  que  q(t)  = 0,  mientras  que  p(t)  = t2  — 1 se  anula  en  los 
extremos  del  intervalo.  En  esas  condiciones,  el  operador  es  simétrico  sin  necesidad 
de  imponer  condiciones  de  contorno  adicionales. 

Los  polinomios  de  Legendre  están  dados  por  la  expresión 

= <3-8-32» 

y satisfacen 

L Pk(t)  = k(k  + 1)  Pk(t) , k = 0,1,2,...,  (3.8.33) 

lo  que  muestra  que  L es  singular. 

Supongamos  que  Ly(t ) = yy(t),  con  y yé  k(k  + 1),  para  k = 0, 1,2, Entonces 

y(t)  _L  Pk(t ),  V k,  porque  L es  simétrico.  Pero  esto  implica  que  y(t)  = 0(f),  dado  que 
los  polinomios  de  Legendre  forman  un  sistema  ortogonal  y completo. 

Por  lo  tanto,  y no  es  autovalor  de  L y L\  = L — yl  es  no  singular,  de  modo  que 
satisface  las  condiciones  del  Teorema  3.716. 

16En  esas  condiciones,  L\  tiene  una  inversa  simétrica  y completamente  continua,  que  puede 
construirse  de  manera  similar  a la  del  caso  en  que  p(t)  no  se  anula  en  los  extremos  del  intervalo  con- 
siderado. Por  ejemplo,  tomando  /x  = 1 ^ k(k  + 1) , VA;  = 0, 1,  2, ... , las  dos  soluciones  linealmente 
independientes  de  la  ecuación  diferencial  homogénea 

¿i  V ^ = ¡I  O*2  - *1  - = 0 (3.8.34) 

pueden  ser  elegidas  como  las  funciones  de  Legendre 


UX  (t)  = PjE-i  (-t)  , u2(t)  = Pje-i  (í)  . 


(3.8.35) 


El  comportamiento  de  las  funciones  de  Legendre  Px(t)  cerca  de  los  extremos  del  intervalo 
[—1, 1]  está  dado  por 


Px{t)  = 


1 + 0(1  - t) , t « 1 , 

— log(l  + 1)  + 0(1  + 1)° , t~—  1, 


(3.8.36) 


de  modo  que  ui(t)  es  regular  en  t = — 1 (mientras  que  u2(t)  lo  es  en  t = 1),  presentado  en  el 
extremo  opuesto  una  singularidad  integrable. 

En  esas  condiciones,  el  núcleo  del  operador  inverso  de  L i está  dado  como  en  la  ec.  (3.8.24), 
con  Ui(í)  y u2(t)  dadas  en  la  ec.  (3.8.35)  y la  constante  C0  = 0,59335.  La  solución  (continua  y dos 
veces  diferenciable)  de  la  ecuación  inhomogénea 


¿i  y(t)  = x(f)  € C2(-l,  1)  , 


(3.8.37) 


está  dada  por  (ver  ec.  (3.8.23)) 


y(t)  = —? T 

Í-'C 


^-{pvs-i(-í)  í Pjs-1  (s)x(s)ds  + Pjs^xít)  í Pjs-1(-s)x(s)ds\  . (3.8.38) 

'0  l 2 Jt  2 2 J_t  2 J 
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En  conclusión,  toda  función  dos  veces  diferenciable  en  el  intervalo  (—1, 1)  tiene 
un  desarrollo  en  serie  de  polinomios  de  Legendre  que  converge  absoluta  y uniforme- 
mente. 
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Capítulo  4 


ECUACIONES  INTEGRALES 

4.1.  Autovalores  de  operadores  compactos 

Sea  A un  operador  completamente  continuo  definido  sobre  un  espacio  euclídeo 
E.  En  particular,  A es  acotado,  de  modo  que 

\\Ax  II  < II  A mi  x ||,  VareE.  (4.1.1) 

Como  no  estamos  suponiendo  que  este  operador  sea  simétrico,  sus  autovalores 
(si  existen)  serán,  en  general,  números  complejos  de  módulo  |A|  < ||  A ||.  Y los  au- 
tovectores  correspondientes  a autovalores  distintos  no  serán,  en  general,  ortogonales 
entre  sí. 

Supongamos  que  F = {x1,x2, . . . ,x/¡, . . . } C E sea  un  conjunto  de  autovecto- 
res  linealmente  independientes  de  A correspondientes  a autovalores  que  en  módulo 
superan  a un  número  positivo  ó, 


Axk  = hxk,  con  ||  A ||  > |Afc|  > 5 > 0,  Vfc. 


(4.1,2) 


Mediante  el  proceso  usual  de  ortonormalización  de  una  secuencia  podemos  ge- 
nerar el  conjunto  ortonormal  {ei,  e2, . . . , e*, . . . },  donde 


ek  = £ djy  Xj  , con  e*.  1 xi , para  l < k . 
j=  i 


(4.1.3) 


En  esas  condiciones,  A ek  puede  escribirse  como  la  suma  de  dos  vectores  ortogo- 
nales entre  sí, 


fc  fc— i 

A ek  = ^ ] o,kj  A j Xj  = Afc  ek  + ^ ] o,kj  (A j Afc)  Xj  , 

j= 1 3= 1 


lo  mismo  que  la  diferencia 

A ek  A ei  — Afc  efc  \ ^ ^ dkj  (A j Afc)  Xj  ^ ^ 1 2¡j  A 


(4.1.4) 


k-1 


'3  X í 


(4.1.5) 


.3= 1 


3= 1 
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si  l < k.  Entonces, 


||  Aek  - Aei  ||2  = 


= ||  Xkek  ||2  + 


i akj  (Xj  Afc)  Xj  Q-ij  Xj  Xj 


> 


(4.1.6) 


>11  Xkek  ||2  = | Xk  |2  > ¿2  > 0 . 

Por  lo  tanto,  el  conjunto  {Aex,  Ae2, . . . , Aek, . . .}  no  contiene  ninguna  secuencia 
de  Cauchy.  Entonces,  como  A es  compacto,  el  conjunto  {ei,  e2, . . . , ek, . . . } debe  tener 
un  número  finito  de  elementos,  lo  que  significa  que  el  subespacio  lineal  generado  por 
los  vectores  del  conjunto  F,  £{xi,x2,  . . . , xk, . . . },  tiene  dimensión  finita. 

En  consecuencia,  los  autovalores  no  nulos  de  un  operador  completamente  conti- 
nuo forman  en  el  plano  complejo,  a lo  sumo,  una  secuencia  numerable  que  converge 
al  origen.  Además,  la  multiplicidad  de  cualquier  autovalor  no  nulo  es  finita. 


4.2.  Ecuaciones  integrales  de  núcleo  no  hermítico 


Consideremos  la  ecuación  integral 

<p(t)-[  K (í,  s)  <p(s)  ds  = f (t) , 


(4.2.1) 


donde  K(t,s ) E L2((a,  b)  x (a,  í>))  y f(t)  E L2  (a,  b)  son  funciones  conocidas  y 
< p(t ) E L2(a,  b ) es  la  incógnita. 

El  núcleo  de  cuadrado  sumable  K(t,  s ) define  un  operador  integral  de  Fredholm 
completamente  continuo, 


Aip{t) 


-r 


K(t,  s ) ip(s)  ds , 


(4.2.2) 


que,  en  general,  será  no  simétrico. 

Como  consecuencia  del  Teorema  de  Fubini  (que  autoriza  a cambiar  el  orden  de 
integración  cuando  una  integral  doble  existe),  el  operador  adjunto  A * resulta  definido 
como 

A^t¡)(t)  = í K{s,  t)*  i¡>(s)  ds . (4.2.3) 

J a 

La  ecuación  integral  (4.2.1)  puede  ser  escrita  como 

<p(t)-Aip(t)  = f(t),  (4.2.4) 

mientras  que  el  problema  equivalente  para  el  operador  adjunto  sería 

V>(í)  - V’(t)  = g(t) , (4.2.5) 


con  g(t ) E L2(a,  b). 


4.2.  ECUACIONES  INTEGRALES  DE  NUCLEO  NO  HERMETICO 
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La  existencia  de  soluciones  no  triviales  para  el  problema  adjunto  homogéneo  (es 
decir,  la  existencia  de  autovectores  de  Á*  correspondientes  al  autovalor  1), 

0i (0  - ^ V'i(í)  = 0(í) , (4.2.6) 

condiciona  la  existencia  de  soluciones  para  la  ec.  (4.2.4).  En  efecto,  el  producto 
escalar  de  por  ambos  miembros  de  (4.2.4)  da  lugar  a la  ecuación 

(0i»/)  = (0i.  = ((1-^)0!,^  = (0, y?)  =0,  (4.2.7) 

que  es  una  contradicción  a menos  que  la  inhomogeneidad  /(£)  sea  ortogonal  al  sub- 
espacio característico  de  A*  correspondiente  al  autovalor  1 (subespacio  de  dimensión 
finita,  dado  que  A)  es  compacto).  Si  ese  no  es  el  caso,  no  existen  soluciones  para  la 
ecuación  (4.2.4). 

Por  otra  parte,  la  existencia  de  soluciones  no  triviales  para  la  ecuación  homogénea 

ipi  ( t ) - A ifi  ( t ) = 0(í)  (4.2.8) 

(es  decir,  la  existencia  de  autovectores  del  operador  A correspondientes  al  autovalor 
1,  los  que  también  forman  un  subespacio  de  dimensión  finita  dado  que  A es  com- 
pacto) implica  que,  de  existir  una  solución  para  la  ec.  (4.2.4),  ella  no  sea  única.  En 
efecto,  en  ese  caso  también  tenemos  que 

(I  - A)  [p(t)  + v?i  (£)]  =f(t).  (4.2.9) 


Puede  demostrarse  el  siguiente  teorema: 


Teorema  4.1.  Consideremos  la  ecuación  homogénea  (4-2. 8).  Dos  casos  son  po- 
sibles: 

I)  esa  ecuación  tiene  solución  única,  <pi(t)  = 0(f), 

II)  o bien  tiene  una  solución  no  trivial  tpi  (t)  0(f). 


En  el  caso  I)  la  ecuación  inhomogénea  (4-2-4)  tiene  solución  única  V/(f)  € L2(a,  b), 
lo  mismo  que  la  ec.  (4-2-5)  V g(t)  € L2(a,  b). 


En  el  caso  II),  las  ecuaciones  homogéneas  (4-2.8)  y (4-2.6)  tienen  el  mismo 
número  finito  n de  soluciones  linealmente  independientes.  La  ecuación  imhomogénea 
(4-2-4)  tiene  solución  si  y sólo  si  f(t)  es  ortogonal  a las  n soluciones  linealmente 
independientes  de  (4-2.6),  y en  ese  caso  no  es  única,  sino  que  está  definida  a menos 
de  una  solución  arbitraria  de  (4-2.8).  (Evidentemente,  algo  similar  vale  para  la  ec. 
(4-2.5).) 


Para  el  caso  de  núcleos  degenerados  la  demostración  es  inmediata,  puesto  que 
los  operadores  A y Á*  aplican  todo  L2  (a,  b ) en  subespacios  de  dimensión  finita, 
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y el  problema  se  reduce  a mostrar  la  existencia  de  soluciones  para  un  sistema  de 
ecuaciones  algebraicas  lineales. 

Núcleos  de  cuadrado  sumable  arbitrarios  pueden  ser  aproximados  en  la  métrica 
de  L2((a,  b)  x ( a,b ))  por  las  sumas  parciales  de  sus  series  de  Fourier  respecto  de 
algún  sistema  ortonormal  y completo  de  funciones.  La  continuidad  completa  de 
estos  operadores  permite  establecer  el  resultado  también  en  este  caso1. 

De  este  teorema  se  deduce  el  siguiente  corolario: 

Corolario  4.1.1.  (de  la  alternativa  de  Fredholm)  Si  A es  un  operador  integral 
de  Fredholm  de  núcleo  de  cuadrado  sumable,  entonces  se  tiene  una  de  las  siguientes 
dos  posibilidades  excluyentes: 

I)  la  ecuación  ip(t)  — Ap(t)  = f(t)  tiene  una  solución  V/(f)  e L2(a, b)  (en 
cuyo  caso  la  solución  es  única), 

II)  o bien  la  ecuación  homogénea  ipi (t)  — Atpi(t)  = 0(í)  tiene  una  solución  no 
trivial. 

4.3.  Ecuaciones  integrales  dependientes  de  un  parámetro  complejo 

Consideremos  una  familia  de  ecuaciones  integrales  que  incluyan  un  parámetro 
complejo  /i  multiplicando  al  núcleo  de  cuadrado  sumable  K(t,s), 

<p(t)  — p f K(t,  s)  ip(s)  ds  = (i  — p A)tp(t)  = f(t) . (4.3.1) 

J a 

Por  el  corolario  de  la  alternativa  de  Fredholm  sabemos  que,  para  cada  p E C, 
puede  darse  sólo  una  de  las  siguientes  dos  posibilidades: 

I)  la  ecuación  (4.3.1)  tiene  una  solución  V/(í)  € L2(a,  b)  (en  cuyo  caso  es  única), 

II)  o bien  la  ecuación  homogénea 

(l-pA)Mt)  = 0(t)  (4.3.2) 

tiene  una  solución  no  trivial,  que  corresponde  a un  autovector  del  operador  A con 
autovalor  1/p, 

Aipi(t)  = - tpi(t) . (4.3.3) 

En  el  primer  caso,  p es  un  valor  regular  de  la  ecuación  (4.3.1),  mientras  que 
en  el  segundo  caso  se  dice  que  p es  un  valor  singular  de  esa  ecuación. 

Ya  sabemos  que  los  autovalores  no  nulos  de  un  operador  completamente  conti- 
nuo forman,  a lo  sumo,  una  secuencia  numerable  que  converge  al  origen  del  plano 


^Yer,  por  ejemplo,  The  Theory  of  Linear  Spaces,  G.  Ye.  Shilov. 
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complejo,  y que  está  contenida  en  un  círculo  de  radio  ||  A ||.  Si  A es  un  ope- 
rador integral  de  Fredholm  de  núcleo  de  cuadrado  sumable,  tenemos  además  que 
Mil  <11  K(t,s)  ||  = K. 

En  consecuencia,  los  valores  singulares  de  la  ecuación  (4.3.1)  forman,  a lo  sumo, 
una  secuencia  numerable  que  diverge  al  infinito  y está  contenida  en  el  exterior  de 
un  círculo  de  radio  ( 9/K ),  con  0 < 6 < 1.  En  particular,  existe  un  entorno  de  /i  = 0 
libre  de  valores  singulares. 


Ejemplo  4.1.  Consideremos  el  núcleo 
K(t,  s)  = 


sin(í)  cos(s) , t < s , 
cos(í)  sin(s) , t > s , 

con  0 < t,  s < 7T,  cuya  norma  es  K = ||  K(t,  s)  ||  = ir/2,  y la  ecuación  integral 


(4.3.4) 


I 


ip(t)  - fi  I K(t,s)  ifU)  ds  = f(t) . 


(4.3.5) 


Para  determinar  sus  valores  singulares  tengamos  en  cuenta  que  este  núcleo  es 
simétrico  y continuo,  satisface  la  ecuación  diferencial 


—d?K(t,  s ) = K(t,  s ) , para  t ^ s , 


(4.3,6) 


también  las  condiciones  de  contorno  K(0,  s)  = 0,  dtK(n,s)  = 0,  y su  derivada 
primera  respecto  de  t tiene  una  discontinuidad  en  t = s de  altura 

dtK(t,s) \t=s+  -dtK(t,s)\t=s_  = — sin2(s)  — cos2(s)  = -1.  (4.3.7) 

Además,  el  Wroskiano  VE[sin(í),  cos(í)]  = 1. 

En  esas  condiciones,  K(t,  s)  puede  ser  considerado  como  la  función  de  Green  del 
operador  de  Sturm  - Liouville  definido  como 


l.'i(t)  = -|/>"(1)  - iMf) 


(4.3.8) 


sobre  el  subespacio  de  las  funciones  dos  veces  diferenciables  que  satisfacen  las  con- 
diciones de  contorno  ^(0)  = 0 y 7r)  = 0. 

Entonces,  el  operador  integral  A de  núcleo  K(t,  s ) tiene  las  mismas  autofunciones 
que  el  operador  L,  y los  autovalores  de  éste  coinciden  con  los  valores  singulares  de 
la  ecuación  integral  (4.3.5): 


L i¡jk(t)  = -i¡)k{t)  - 7pk(t)  = Hk  V’fc(í) , V’fc(O)  = 0 , ipk( tt)  = 0 => 

^fc(t)  = sin  ^ (k  -1-  |)  tj  , con  /rfc  = (A:  + ^)2  - 1 , k = 0, 1, 2, . . . 


(4.3.9) 
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Nótese  que,  V k , | pk  | > | > ^ = -,  de  modo  que  L es  no  singular,  y existe  un 
círculo  de  radio  < | en  el  plano  complejo  de  la  variable  /i  que  no  contiene  valores 
singulares. 


Como  A es  simétrico  y completamente  continuo,  tiene  un  conjunto  ortonormal 
y completo  de  autovectores,  A e^.{t)  = A*.  e¡¡{t) , para  k = 0, 1, 2, ... , donde 

efc(t)  = ~^=  sin  ( (fc  + 1/2)  t ) , con  Afc  = — = • (4.3.10) 

V71-  /^fc  (A:  + 1)  - 1 

Entonces, 


(I  -pA)ip(t)  = f(t) 


(1  - /i  Afe)  (efc,  tp)  = (efe,  /)  = ~^=  í sin  ( (k  + 1/2)  t ) f(t)  dt . 

V7r  ./o 


(4.3.11) 


Por  lo  tanto,  para  todo  valor  regular  p ^ pk  , V k,  la  solución  de  (4.3.5)  existe  y 
es  única  V f(t ) E 1^(0, 7r),  y está  dada  por 


<P(¿) 


/(<)  + -%  ¿ ^ sin  ( (i  + 1/2)  í)  , (4.3.12) 

fe=0  U-/^Afe) 


donde  la  serie  en  el  segundo  miembro  converge  absoluta  y uniformemente  (dado 
que  el  núcleo  K (£,  s)  satisface  la  condición  de  Hilbert  - Schmidt  y la  diferencia 
(< p(t ) — f(t))  E Rank(A)).  En  particular,  (íp(t)  — f(t ))  es  continua. 

Si,  por  el  contrario,  p coincide  con  un  valor  singular  pk0,  entonces  la  solución  no 
existe  a menos  que  /(£)  _L  efc0(í),  en  cuyo  caso  no  es  única.  En  efecto,  si  (efe0,  /)  = 0 
entonces 


<P(t)  = /(*)+ 


JJ_  y-  h V 
(1- 

V fc^fco  V 


V A*) 

con  c E C arbitrario. 


(efc,  /)  g-n  _j_  1/2)  í)  + -^=  sin  ( (ko  + 1/2)  í)  , 


(4.3.13) 


0F 


4.4.  Operador  resolvente 


Sea  p E C un  valor  regular  de  la  ecuación 

(I  -pÁ)<p  = f,  (4.4.1) 

donde  A es  un  operador  completamente  continuo  definido  sobre  un  espacio  de  Hilbert 
E.  Entonces  (4.4.1)  tiene  una  solución  única  V/  E E,  de  modo  que  existe  una 
correspondencia  biunívoca  entre  la  solución  ip  y la  inhomogeneidad  /. 


4.4.  OPERADOR  RESOLVENTE 
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En  esas  condiciones  existe  el  inverso  de  (i  — g,  A) , y podemos  expresar  la  solución 
de  (4.4.1)  como 

(p  = Rftf,  donde  Rp  = (I  — //  zl)  1 : E — » E , (4.4.2) 

llamado  operador  resolvente  de  A,  está  definido  sobre  todo  el  espacio  de  Hilbert 
y su  rango  es  Rank  (Rp)  = E. 

El  operador  Rfl  es  evidentemente  lineal,  dado  que  la  ecuación  (4.4.1)  es  lineal. 
En  efecto,  si  (l  — gÁ)  ip\t2  = /i,2  entonces  la  solución  de 

(I  - nÁ)(p  = afi+Pf2  (4.4.3) 

está  dada  por 

R»  («  /i  + P Í2)  = <p  = a <pi  + ¡3  ip2  = a Rp  /i  + Rp  f2  . (4.4.4) 

Mostraremos  que  el  operador  Rp  es  también  acotado.  Para  ello  supongamos  que 
RP}  que  sólo  existe  para  valores  regulares  de  /i,  sea  no  acotado.  En  ese  caso  es 
posible  seleccionar  una  secuencia  de  vectores  unitarios  {fk  € E , k E N}  tales  que 
las  correspondientes  soluciones  de  (4.4.1),  iph¡  = Rp  fk,  tengan  normas  ||  tp^  ||  — > oo 
cuando  k -A  oo. 

Dada  la  linealidad  de  la  ec.  (4.4.1),  para  los  vectores  unitarios  = ipk/  ||  <pfc  || 
tenemos 

ek=gk  + fiAek,  (4.4.5) 

donde,  por  construcción,  gk  = fk/  ¡|  ipk  1 1 — ^ 0 cuando  k oo. 

Como  A es  completamente  continuo,  el  conjunto  {Aek,k  E N}  contiene  una 
secuencia  fundamental.  Descartando  los  vectores  ek  cuyas  imágenes  no  pertenezcan 
a esa  secuencia,  podemos  suponer  que  {Aek  ,k  E N}  es  una  secuencia  convergente 
en  el  espacio  de  Hilbert  E. 

En  esas  condiciones,  la  secuencia  {e*. , k E N}  es  convergente  en  E:  existe  un 
vector  no  nulo  e E E tal  que 

e = lím  ek  , con  ||  e ||  = lím  ||  ek  ||  = 1 

fc— too  fc— >oo 

Como  A es  continuo, 

e = lím  {gk  + p A e*,}  = 0 + g,  Ae  ^ 0 . (4-4.7) 

fc— >oo 

Pero  esto  indicaría  que  p es  un  valor  singular,  en  contradicción  con  la  hipótesis  de 
la  existencia  de  Rp.  Por  lo  tanto,  Rp  es  necesariamente  un  operador  acotado. 


(4.4.6) 
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4.5.  Construcción  de  R M en  un  entorno  del  origen 

Dado  que  existe  un  entorno  del  origen  en  el  plano  complejo  de  la  variable  fi  que 
no  contiene  valores  singulares,  el  operador  resolvente  existe  para  valores  de  | fj,  \ 
suficientemente  pequeños.  En  lo  que  sigue  daremos  una  expresión  explícita  para 
en  esa  región. 

Consideremos  el  operador  (no  lineal)  definido  sobre  E por  la  relación 

Bip  = nAip  + f,  (4.5.1) 

y evaluemos  la  distancia  entre  las  imágenes  de  dos  vectores  arbitrarios  ^ 6 E, 

||  B<p-Bx{;  ||  = ||  nA{ip-ip)  ||<|  n III  A ||  ||  ip-ij)  ||  . (4.5.2) 

Tomando  /i  € C tal  que 

IHIMII<»<1  (4.5.3) 

obtenemos  que 

\\Bip  — BiJj\\  <9  ||  ||  <||  ||  • (4.5.4) 

Un  operador  B con  estas  propiedades  se  dice  contractivo. 

Mostraremos  que  todo  operador  contractivo  tiene  un  único  punto  fijo,  es  decir, 
un  único  vector  ^eE  que  satisface  que 

Bip  = tp.  (4.5.5) 

En  nuestro  caso,  este  vector  corresponderá  a la  única  solución  de  la  ec.  (4.4.1)  para 
una  inhomogeneidad  /, 

( p = B ip  = n Atp  + f . (4.5.6) 


Partiendo  de  un  vector  arbitrario  ip0  € E,  formemos  la  secuencia 
<Po  , <Pi  = B ip0  , <P2  = B ipi  = B2  y?0  , . . . , y>k  = B y»*-!  = Bk  ip0  , • • • (4.5.7) 


Veremos  que  ésta  es  una  secuencia  de  Cauchy. 

Para  ello,  primero  tomemos  la  distancia  entre  dos  elementos  consecutivos, 


<Pfc+ 1 - <fik  ||  = ||  B <pk  - B <pk—i  ||  < 0 ||  (fk  - V3fc_1  ||  < 

< 92  II  Vk-i  ~ <Pfc- 2 ||  < • • • < 0k  ||  <¿>i  - ipo  || , 


(4.5.8) 
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de  donde  se  deduce  que 


II  <Pk+l  ~ Vk  ||  < 


< ||  Vk+i  - ¥>k+i- 1 ||  + ||  <Pk+i- 1 - Vk+i-z  ||  H h ||  Vk+i  - <fik  ||  < 


< (0fc+/-l  + Qk+l-2  + • • • + 0k)  ||  Vl  - ip0 


ek  ( Yl  °j 

0=0 


<Pi  - ¥>0  II  < 


Qk 


1-9 


<P  1 — <Po 


Por  lo  tanto, 


lím  ||  tpk+i  ~ <Pk  ||  = O , V/ . 

fe— > oo 


Como  E es  un  espacio  completo,  existe  el  límite  de  esta  secuencia, 

tp  = lím  ifk  . 

k— KX) 

Y como  B es  contractivo,  este  vector  es  un  punto  fijo  de  B.  En  efecto, 

||  B v?  - (pk+i  ||  = ||  B <p  — B p>k  ||  < 9 ||  (p  — (pk  ||  — >•  O 
cuando  k — >■  oo,  de  modo  que,  por  la  unicidad  del  límite  en  E,  tenemos 


(4.5.9) 


(4.5.10) 


(4.5.11) 


(4.5.12) 


B <p  = lím  p>k  = <P  ■ 

k-toc 


(4.5.13) 


Para  ver  que  este  punto  fijo  es  único,  supongamos  que  existe  otro  vector  ip  E E 
que  satisface  Bip  = ip.  Entonces,  si  ||  p>  — x¡)  ||  7^  O, 

II  V7  — ^ II  * II  Bip  — B ||  < 9 ||  <p  — ^ ||  =>  9 > 1 , (4.5.14) 

en  contradicción  con  la  elección  de  p,  ec.  (4.5.3).  Por  lo  tanto,  ip  — p. 

Finalmente,  señalemos  que  esta  construcción  nos  permite  aproximar  la  solución 
de  la  ec.  (4.4.1)  en  el  sentido  de  la  distancia  en  el  espacio  E.  En  efecto,  tomando 
el  límite  para  l — » 00  en  la  ecuación  (4.5.9)  obtenemos  para  la  distancia  entre  la 
solución  y el  fc-ésimo  elemento  de  la  secuencia  (4.5.7) 

II  V3  - <pk  ||  < \\B<Po-  ip0  II  . (4.5.15) 


La  solución  de  la  ecuación  (4.4.1)  corresponde  al  único  punto  fijo  del  operador 
contractivo  B , que  se  obtiene  como  el  Emite  de  la  secuencia  (4.5.7)  cualquiera  que 
sea  el  vector  inicial  ip0  que  se  emplee  para  generarla. 
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Si  se  elige  <po  = 0,  entonces 

<Pi=/>  ¥>2  = M/  + />  Vk  = ^2  Pl  A‘  f ’ 


fc-i 


(4.5.16) 


l=o 


de  modo  que  la  solución  de  (4.4.1)  para  f E E arbitraria  corresponde  al  límite  de  la 


sene 


<p  = Y uk  Ak  f = lím 

' fc-yoo 


k= 0 


(4.5.17) 


cuya  convergencia  está  garantizada  para 

9 


/¿  | < , con  O<0<1. 


(4.5.18) 


De  esta  expresión  surge  que,  en  un  entorno  del  origen  del  plano  complejo  fx,  el 
operador  resolvente  del  operador  completamente  continuo  A es  el  límite  de  una  serie 
de  operadores, 

oo  k 

Rtl  = yflkAk=  lím  yjA1,  (4.5.19) 

k=0  1=0 

serie  que  converge  en  el  sentido  de  la  norma  y que  coincide  con  el  desarrollo  formal 
de  (I  — //  Á)  1 en  serie  de  potencias  de  fi. 

Para  verificar  la  convergencia  de  esta  serie  debemos  considerar  la  distancia  que 
media  entre  R ^ y una  suma  parcial  en  el  espacio  normado  de  los  operadores  acotados. 
Para  ello,  tengamos  en  cuenta  que  para  todo  vector  unitario  f E E es 


(^-ELo/^'V 


= II  V ~ <Pk+l  ||  < 


< 


ek+ 1 

i - o 


f 


Qk+l 

1^9' 


(4.5.20) 


donde  <p  es  la  solución  de  (4.4.1)  correspondiente  a una  inhomogeneidad  /,  <fik+i 
es  la  ( k + l)-ésima  aproximación  a esa  solución,  y donde  hemos  empleado  la  cota 
establecida  en  la  ec.  (4.5.15).  Entonces, 


= sup 


{fe E | ||/||=i}  II  ( R ^=0^  Al)f 


< 


9k+i 

1-9 


(4.5.21) 


cuando  k — > 00,  dado  que  9 < 1. 
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Podemos  verificar  que  la  serie  en  (4.5.19)  converge  efectivamente  al  inverso  de 
(I  — /í  A)  teniendo  en  cuenta  que 


(I-M)  P-m) 


(4.5.22) 


= 1 -nkAk  -A-  I 

cuando  k — v oo,  dado  que  ¡ik  Ak  — > O.  En  efecto, 

||  / Ak  II  < I [L  \k  ||  A II II  Ak~l  II  < • • • < I n |fe  II  A f < ek  0 (4.5.23) 

cuando  k — > oo,  pues  0 < 0 < 1. 


4.6.  Extensión  analítica  de  Rp 

El  operador  resolvente  de  un  operador  completamente  continuo  existe  en  casi 
todo  punto  del  plano  complejo  de  la  variable  ¡i.  Es  únicamente  para  los  valores 
singulares  de  fi,  que  forman  (a  lo  sumo)  una  secuencia  numerable  que  diverge  al 
infinito,  que  R ^ no  está  definido. 

En  la  Sección  anterior  hemos  mostrado  que  la  condición  | //  | ||  A ||  < 9 < 
1 es  suficiente  para  que  R ^ pueda  representarse  como  el  límite  (en  el  sentido  de 
la  distancia  en  el  espacio  de  Banach  de  los  operadores  acotados)  de  una  serie  de 
potencias  en  la  variable  ¡i.  En  esas  condiciones,  se  puede  decir  que  R^  es  una  función 
analítica  de  la  variable  //  (a  valores  operadores)  en  un  entorno  del  origen. 

Mostraremos  que  Rp  es  una  función  analítica  de  en  un  entorno  de  todo  valor 
regular. 

Sea  /i0  un  valor  regular  de  un  operador  completamente  continuo  A.  Entonces, 
Rfto  = (I  — //o  A)  1 existe  y es  un  operador  acotado.  Además,  como  los  valores 
singulares  de  A son  puntos  aislados,  existe  todo  un  entorno  de  //o  libre  de  ellos. 

Podemos  entonces  considerar  el  operador  resolvente  en  un  punto  ¡i  próximo  de 
A*o, 

= (I  — /r  A)-1  = (I  — //o  A — (//  — ¿i0)  Á)~l  = 


oc  (4-6.1) 

= ~ (/*  “ ^o)  = R n0  - /x0)fc  (AñM0)fc , 

fc=0 

donde  la  serie  en  el  miembro  de  la  derecha  converge  en  el  sentido  de  la  norma  de  los 
operadores  para 


M — Mo  I II  ARm  ||  < 6 < 1 . 


(4.6.2) 
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Téngase  en  cuenta  que  ARPo  es  completamente  continuo,  dado  que  RPo  es  acotado 
y A es  compacto.  En  consecuencia,  valen  para  esta  serie  todas  las  consideraciones 
hechas  en  la  Sección  anterior  acerca  de  la  convergencia  del  desarrollo  del  operador 
resolvente  en  un  entorno  del  origen. 

Por  lo  tanto,  Rp  existe  como  una  función  analítica  de  la  variable  fi  (que  toma 
valores  que  son  operadores  sobre  E)  en  toda  una  región  abierta  del  plano  complejo, 
la  que  sólo  excluye  a los  valores  singulares  de  A (puntos  aislados  que  corresponden 
a las  inversas  de  los  autovalores  de  A). 

En  particular,  si  Rp  es  conocido  en  cierta  región  abierta  del  plano  complejo, 
este  operador  puede  ser  prolongado  analíticamente  desde  allí,  evitando  los  puntos 
singulares. 


También  puede  probarse  fácilmente  que  el  operador  resolvente  tomado  para  dis- 
tintos valores  regulares  conmuta. 

En  efecto,  para  A,  fi  valores  regulares  de  A compacto  podemos  escribir  que 


[i  Rp  - A Rx  = n Rp  (I  - A A)  Rx  - Rp  (I  - A)  A Rx  = 


Entonces,  si 


= (/r  - A )RPR\  . 


RfiR\  = 


¡i  Rp  A R\ 
[i  — A 


R\RP  ■ 


(4.6.3) 


(4.6.4) 


4.7.  Resolvente  de  operadores  integrales 
Consideremos  un  operador  integral  de  Fredholm  de  núcleo  de  cuadrado  sumable, 


Mt)=  f 

Ja 


K(t , s ) ip(s)  ds , 


con 


K2  =||  K(t,s)  ||2  = f 6 fb\K(t,s)\2  dtds 

Ja  Ja 

Dado  que  A es  completamente  continuo,  y su  norma 


< oo . 


(4.7.1) 

(4.7.2) 


(4.7.3) 


sabemos  que  el  operador  resolvente  Rp  es  el  límite  de  una  serie  de  potencias  en  /i 
de  la  forma 

OO 

Rp  = I + '%2fjLkAk,  (4.7.4) 

k=l 

convergente  (en  el  sentido  de  la  norma  de  los  operadores  acotados)  en  el  círculo 
|/r|  < 9/K , con  0 < 9 < 1. 
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Mostraremos  que  en  este  caso  el  operador  resolvente  toma  la  forma 

= I + , (4.7.5) 

donde  es  un  operador  integral  de  Fredholm  de  núcleo  de  cuadrado  sumable,  que 
depende  del  parámetro  /i. 

Dado  que  R ^ en  (4.7.4)  está  expresado  en  términos  de  potencias  del  operador  A , 
primero  debemos  estudiar  la  composición  de  operadores  integrales. 

Para  ello,  consideremos  un  segundo  operador  de  Fredholm 

B íf{t)  = í L(t,s)  ip(s)  ds  , 

J a 


con 


rb  rb 

/ / |£(M)I5 

Ja  Ja 


dtds  < oo . 


L2=||  L(t,S)  ||2: 

Su  composición  con  A es,  por  definición, 

ABy(t)  = Kit. s)  {/‘%r)íi(r)¿}(ls 


(4.7.6) 

(4.7.7) 


(4.7.8) 


= Si  {íl K,L  a)  L(s’ T)  *}  v(T) dr  > 

donde  el  cambio  en  el  orden  de  las  integrales  está  justificado  por  el  Teorema  de 
Fubini,  dado  que  todas  las  funciones  que  allí  aparecen  son  de  cuadrado  sumable  y 
la  integral  doble  existe. 

En  consecuencia,  AB  es  también  un  operador  integral  cuyo  núcleo  es 


M(t 


,r)=  f 

J a 


K(t,  s ) L(s , r)  ds  . 


(4.7.9) 


Como  K(t,s)  y L(s,r ) son  funciones  de  cuadrado  sumable  de  la  variable  s (para 
casi  todos  los  valores  de  t y de  r),  el  núcleo  M(t,  r ) puede  ser  interpretado  como  el 
producto  escalar 

M(f,r)  = (K(t,sy,L(s,r)).  (4.7.10) 

Por  aplicación  de  la  desigualdad  de  Cauchy  - Schwarz,  esto  permite  escribir 


donde 


\M(t,r)\2  <k(t)H(r)\ 

Kt?  = íl\K(t,s)\2  ds  ^ íbak(tfdt  = K\ 


(4.7.11) 


(4.7.12) 


IMWhrMI2*  =>  SbJ(r?dr  = L\ 

Por  lo  tanto,  M(í,  r)  e Li2((a,  b)  x (a,  6)),  y su  norma 

M2=í  í \M(t,r)\2  dtdr  < K2  L2  =$>  M<KL. 

Ja  Ja 


(4.7.13) 
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Este  resultado  permite  concluir  que  las  potencias  enteras  positivas  de  un  opera- 
dor integral  de  Fredholm  de  núcleo  de  cuadrado  sumable  son  también  operadores 
integrales  de  Fredholm, 

rb 

(4.7.14) 


Ak  <p(t)=  í Kk  (t , s)  ip(s)  ds , 
J a 


cuyos  núcleos,  llamados  núcleos  iterados,  se  obtienen  recursivamente  de  la  relación 
Kk+1(t,s)=í  K(t,r)  Kk(r,s)  dr , Kx{t,s)  = K(t,s) , (4.7.15) 

J a 

son  de  cuadrado  sumable,  y su  norma  satisface 


Kk=\\Kk(t,s)  ||  < K WKk-^,8)  \\<---<Kk. 


(4.7.16) 


En  esas  condiciones,  cada  suma  parcial  de  la  serie  en  el  miembro  de  la  derecha 
de  la  ec.  (4.7.4)  corresponde  a un  operador  integral  de  Fredholm, 

Sti,nf(t)  = Y^nkAkf(t)=í  Sn(t,  s;  //)  f(s)  ds  , (4.7.17) 

k=  i Ja 


cuyo  núcleo  (de  cuadrado  sumable)  está  dado  por  la  suma 

n 

Sn(t,  s;  /r)  = ^ /**  Kk(t,  s ) € L2((a,  b ) x (a,  6))  . 


(4.7.18) 


fc=i 


Ahora  bien,  la  secuencia  formada  por  los  núcleos  Sn(t,s;n)  es  fundamental  en 
L2((a,  b)  x (a,  6)).  En  efecto, 

ra+m 

¿ »kKk(t,s) 


AO  ||  — 


k=n+ 1 


< 


(4.7.19) 


n+m 


n+m 


n+m 


ffn+‘ 


< Y \n\k\\Kk(t,s)  ||  < Y.  M‘*‘<  Y 

k=n+ 1 fc=n+l  fc=n+l 

cuando  n — > oo,  Vm. 

Por  lo  tanto,  existe  el  límite  de  la  serie 

OO 

r(¿,  s;  n)  = nk  Kk{t , s)  e L2  ((a,  b)  x (a,  b))  , (4.7.20) 

fc=i 

que  es  además  una  función  analítica  de  la  variable  /r  en  un  entorno  del  origen. 

Esta  función  de  cuadrado  sumable  permite  definir  un  nuevo  operador  integral  de 
Fredholm, 


4.7.  RESOLVENTE  DE  OPERADORES  INTEGRALES 


129 


que  resulta  ser  el  límite  de  la  serie 

OO 

= Y,  / Ak  = lím  S^n . (4.7.22) 

z ' n—yoo 

k=  1 

En  efecto,  dado  que  tanto  como  S^n  son  operadores  integrales  de  Fredholm,  tam- 
bién lo  es  su  diferencia,  — S^n-  Y como  la  norma  de  tales  operadores  está  acotada 
por  la  norma  de  sus  núcleos,  tenemos  que 

li  T „ - S^n  ||  < ||  T(í,  s;  /x)  - Sn(t,  a;  /x)  ||  0 (4.7.23) 

cuando  n — > oo.  □ 


En  consecuencia,  la  solución  de  una  ecuación  integral  de  la  forma 


I 


<p(t)  - /X  / K(t,  s)  ip(s)  ds  = f(t) , 


(4.7.24) 


donde  K(t,s ) y f(t)  son  funciones  de  cuadrado  sumable  dadas  y /x  € C satisface 
| /x  | K <9  < 1,  puede  escribirse  como 


<£>(*)  = Rnf(t)  = /(£)+  / r(f,  s;  /x)  f(s)  ds , 


/ 


(4.7.25) 


donde  T(í,  s;/x)  € L2((a,  b)  x (a,  ¿))  es  una  función  analítica  de  ¡i  que  corresponde 
al  límite  de  la  serie  de  núcleos  iterados,  ec.  (4.7.20). 


Si  la  serie  de  núcleos  iterados  puede  ser  sumada  a una  función  T(í,  s;/x),  holo- 
morfa  en  un  círculo  | /x  | K < 9 < 1,  ésta  ha  de  admitir  una  prolongación  analítica 
(que  es  única)  a todo  el  plano  complejo  de  la  variable  /x,  la  que  sólo  presentará  sin- 
gularidades aisladas  en  los  valores  singulares  del  núcleo  K(t,  s ). 


Ejemplo  4.2.  Consideremos  el  núcleo  K(t,  s ) = et+s,  con  0 < t,  s < 1.  Entonces, 

2 

, (4.7.26) 


K 2 = II  e 


t+s  li  2 


= // 


1 r 1 / 

e2{t+s)dtds  = 


e2  — 1 


y los  núcleos  iterados  son 


K2(t,  s ) = f*  e£+r  er+s  dr  = e*+S  > 


Kl(t,  3)  = 

fo  et+r  Ki(r> s ) dr  = (^r1)  et+S  ’ 

i /o  \ k 1 

Kk(t,s)  = Ü 

1 et+r  Kk-!(r,  s ) dr  = ( ^ J et+s 

(4.7.27) 
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Por  lo  tanto,  para  | [i  \ K = | /x  | ^^2^)  < 0 < 1,  tenemos 


F (í,  s-n)  = ^2  /**  Kk(t,  a)  = ^ /** 


e2  — 1 


fc-i 


et+s  = ^ 


,t+s 


(4.7.28) 


_ _ X - ' 

La  suma  de  esta  serie  es  una  función  analítica  de  fi  que  admite  una  extensión 
meromorfa  al  plano  complejo,  la  que  presenta  como  única  singularidad  un  polo 
simple  en  \i—  De  ese  modo,  el  operador  integral  de  núcleo  et+s  tiene  un  único 
valor  singular  en  ese  punto. 

Eso  se  explica  por  el  hecho  de  que  este  operador  integral  aplica  todo  L2(0, 1) 
en  el  subespacio  unidimensional  generado  por  la  función  xj;(t)  = el,  de  modo  que 
todo  autovector  correspondiente  a un  autovalor  no  nulo  debe  ser  proporcional  a esa 
función, 

/.I  ✓ O \ i 

e 


En  esas  condiciones,  si  la  ecuación  integral 

<P(t)  ~ V Í et+S  ¥>(*)  ds  = f(t) 

Jo 

tiene  solución  única  V /(£)  E L2(0, 1),  la  que  está  dada  por 


(4.7.29) 


(4.7.30) 


<P(¿)  = f(t)  + 


1-K^) 


= m + 


X 


í 


et+s  f(s)  ds  = 


(4.7.31) 


es  f(s)  ds . 


(1  — /i  A)  ||  é ||2 

Si,  por  el  contrario,  \i  = entonces  la  ecuación  integral  sólo  tiene  solución  si 
/(£)  _L  e{,  en  cuyo  caso  no  es  única, 

</?(£)  = /(£)  + ce* , ceC  (4.7.32) 

(donde  hemos  tenido  en  cuenta  las  propiedades  de  los  núcleos  simétricos  - ver  ec. 
(3.6.12)).  En  efecto, 


{/(£)  +ce1}  - J e_  - J r es{f(s)  + ces}ds  = 


= f(t)  + cet  - ce 1 = f(t) . 


(4.7.33) 


La  condición  | [í  | K < 6 < 1 ha  sido  obtenida  como  una  condición  suficiente 
para  la  convergencia  de  la  serie  de  núcleos  iterados,  pero  hay  situaciones  en  las  que 
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su  radio  de  convergencia  es  mayor.  Y allí  donde  la  serie  (4.7.20)  converge,  ella  se 
suma  al  núcleo  r(f,  s;  /i). 

Un  ejemplo  de  esta  situación  corresponde  al  caso  en  que  algún  núcleo  iterado  se 
anule  idénticamente,  Kn+i(t,  s ) = 0,  lo  que  hace  que  todos  los  que  le  siguen  también 
sean  nulos,  Kk(t,s ) = 0 k > n.  En  esas  condiciones,  la  serie  en  la  ec.  (4.7.20)  se 
reduce  a un  polinomio  de  grado  n en  /x, 

n 

E = Kk(t,s) , (4.7.34) 

k= 1 

que  es  una  función  entera  (analítica  en  todo  el  plano  complejo).  En  tal  caso,  el 
operador  integral  de  núcleo  K(t,  s ) no  tiene  valores  singulares  (es  decir,  el  operador 
integral  no  tiene  autovalores  no  nulos). 

Ejemplo  4.3.  Esa  situación  ocurre,  en  particular,  para  núcleos  degenerados  de 
la  forma 

n 

K(t,s)  = '^2pk(t)q*k(s) , con  pk(t)  ± q¡(t) , k,l  = l,...,n.  (4.7.35) 

fc=i 


En  este  caso,  K2(t,  s ) = 0,  de  modo  que  T(í,  s;  /x)  = s ). 

Ese  es  el  caso  de 

K(t,  s ) = sin(í  — 2s)  = sin(í)  cos(2s)  — cos(í)  sin(2s) . 

(4.7.36) 

Evidentemente, 

K2(t,s)  = í sin(£  — 2r)  sin(r  — 2s)  dr  = 0 , 

J — 7T 

(4.7.37) 

de  modo  que 

r(í,  s;  /x)  = /x  sin(í  — 2s) , V/x  € C , 

y la  ecuación  integral 

(4.7.38) 

ip(t)  — n í sin(£  — 2 s)  ip(s)  ds  = /(£) , 

J — 7T 

(4.7.39) 

tiene  solución  única  V/(í)  € L2(a,  b),  dada  por 

<p(t)  = f(t)  + /x  í sin(í  — 2s)  f(s)  ds  . 

J — 7T 

(4.7.40) 

La  serie  para  r(£,  s;  ¿x)  también  converge  V/x  € C si  las  normas  de  los  núcleos 
iterados  están  acotadas  por  constantes  de  la  forma 


II  Kk(t,s)  ||  <c 


Mk 

~W‘ 


(4.7.41) 
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En  este  caso. 


t i+m 

É Sw,*) 

k=n+ 1 

n+m  i ..  i k jtfk 


t* 


k\ 


n+m 

< E i i*  ii  m,s)  ii  < 

k=n+l 


0 cuando  n — > oo  , V m € N . 


(4.7.42) 


k=n+ 1 

Entonces,  la  serie  de  núcleos  iterados 


E(M;/¿)  = ^nk  Kk{t,s), 


(4.7.43) 


fc=l 


converge  en  L2(a,  6)  para  todo  complejo  /i,  y un  núcleo  con  esas  propiedades  no  tiene 
valores  singulares. 

Esa  situación  se  presenta,  en  particular,  en  el  caso  de  operadores  integrales 
de  Volterra2  de  núcleo  acotado, 

Atp(t)  = í K(t,  s)  ip(s)  ds  , \ K(t,s)  \<  M . (4.7.44) 

J a 

Se  trata  de  un  caso  particular  de  operadores  de  Fredholm  para  los  cuales  el  núcleo 
K (í , s)  = 0 para  s >t. 

Consideremos  el  segundo  núcleo  iterado, 

b í Í K(t,r)  K(r, s)dr , t>s, 

K2(t,s)  = / K(t,r)K(r,s)dr=  } Js  (4.7.45) 

y o , t < s , 

que  es  también  un  núcleo  de  Volterra  acotado, 

I K2(t,  s)  | < J | K{t , r)  K(r , s)  | dr  < M 2 (í  - s)  < M2  (6  - a) . (4.7.46) 


Para  el  tercer  núcleo  iterado  tenemos 

rt 
rb 


K3(t,s)=  í K(t,r)  K2(r,s)dr 

J a 


= 


J K(t,r)  K2(r,s)  dr , t 


> s, 


(4.7.47) 


0 , t < s , 


2Vito  Volterra  (1860  - 1940). 
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que  es  también  un  núcleo  de  Volterra  acotado  por 

I K3(t,s)  | < | K(t,r)  K2(r,s)  \ dr 

(f-s)2  / ^2  (b~a)2 


< 


< M3  (r  — s) dr  < M 3 v"  < M2 


2! 


2! 


En  general,  tenemos 


/ 

Ja 


Kk{t,s)=  / K (t,  r)  Kk-i (r,  s)  dr 


/V(t- 


r)  Kk_i(r,s)dr , í>s, 


0 , t < s , 

que  es  también  un  núcleo  de  Volterra  cuyo  módulo  está  acotado  por 


í. 


Kk(t,s)\<  \ K(t,r)  Kk^(r,s)  \ dr  < 


< í Mk  ^ J dr  < Mk  1 < M 

-X  (A: -2)!  - (k  - 1)!  “ 


(b-a) 


k—1 


(fc-l)I 


En  esas  condiciones. 


II  < [M(fe-a)] 


Mfc_1  (fe  - a)fc_1 


(4.7.48) 


(4.7.49) 


(4.7.50) 


(4.7.51) 


y la  resolvente  existe  en  todo  el  plano  complejo. 

El  hecho  de  que  los  núcleos  iterados  estén  uniformemente  acotados  (ver  ec. 
(4.7.50))  hace  que  la  serie  para  r(£,  s;p)  sea  uniformemente  convergente  para  a < 
t,s  < b y para  p tomando  valores  en  cualquier  región  acotada  del  plano  complejo, 

I H I < A, 


oo  oo  /,  \k—l 

e i /**(*>«)!<£ \n\k m (r_i'i  ¿ <AM> 

fc=i  fc=i  ' 


;AM(6-a)  _ (4.7.52) 


Esto  implica,  en  particular,  que  r(t,  s;  p)  = 0 para  t < s,  de  modo  que  I 

es  también  mi  operador  integral  de  Volterra. 

Por  lo  tanto,  la  ecuación  integral 

<p(í)  — p í K (t,  s)  ip(s)  ds  = /(f) , con  |/ú(í,  s)|<M, 

7 a 


(4.7.53) 
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tiene  solución  única  V f(t)  6 L-2(a,  6)  y V/i  € C,  la  que  está  dada  por 


<p(t)  = f(t)  + í r(t,s;fi)  f(s)ds 
Ja 


Ejemplo  4.4.  Consideremos  el  núcleo  de  Volterra 


i*  — a-  . 

é , t > s , 


K(t,s) 


0 , t < s , 

donde  a < t,  s < b.  Entonces, 

J'et2~r2  er2~s2  dr  = (t-s)e 


t2-s2 


, t > S, 


K2(t,s) 


0 , t < s , 


K3(t,s)  = 


y en  general 


í2__2  2 2 ( t — s)2  t2_  2 

e (r  — s)  e dr  = — — — e , t > s , 


0 , t < s , 


i. 


Kk(t,s)  = 

0 , t < s . 
En  esas  condiciones, 


(k  — 2)!  (fc  — 1)! 


t2-s2  . 

e , t > s , 


r(í,  s;  /í)  = 5^  / s)  = 


fc=i 


E 


(t  - S)k  1 ,2 


= 


ir 


0 , t < s , 


~*2  =fj.  ^(t-s)eí2-s2,  í > s , 


(4.7.54) 


(4.7.55) 


(4.7.56) 


(4.7.57) 


(4.7.58) 


(4.7.59) 


donde  la  serie  converge  V/r  €E  C. 
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4.8.  Método  de  los  determinantes  de  Fredholm 


En  el  caso  general,  la  serie  de  los  núcleos  iterados,  ec.  (4.7.20),  tiene  un  radio 
de  convergencia  finito,  fuera  del  cual  sólo  es  posible  obtener  el  núcleo  T(í,  s;  //)  por 
prolongación  analítica  de  la  suma  de  la  serie  en  mi  entorno  del  origen. 

En  lo  que  sigue  se  presenta  sin  demostración  una  fórmula  debida  a Fredholm,  que 
da  una  expresión  para  el  núcleo  r(t,  s;  /i)  para  todo  valor  regular  ¡i  e C.  Esta  fórmula 
fue  demostrada  primero  por  Fredholm  para  el  caso  de  núcleos  K(t,s)  continuos  y 
acotados3  y luego  extendida  al  caso  de  núcleos  de  cuadrado  sumable  arbitrarios4. 


Definamos 


Co  :=  1,  B0(t,s)  :=  K(t,s) , 


(4.8.1) 


e introduzcamos  las  relaciones  de  recurrencia 

Cn  •=  / Bn—i(s,s)ds, 
J a 


Bn(t,s ) :=  Cn  K(t,  s)  — n í K(t,r)  5„_i(r,s)  dr . 

Ja 

Es  fácil  ver  que 

Bn(t,s)  = 


(4.8.2) 


K(t,s) 

K(t,s  1)  .. 

. K(t,sn ) 

K(Sl,s ) 

K(si,si)  .. 

. K(si,sn ) 

K(sm 

¿q) 

• K{sni  &n) 

ds  i 


. . dsn , 


lo  que  le  da  su  nombre  al  método. 


(4.8.3) 


Con  estos  coeficientes  se  definen  las  series  de  potencias 


D{t,s;n)  ■=  K(t,s)  + ^2 

71=1 


(-ir 


Bn(t,S ) f/1 


(4.8.4) 


y 

00  (— ii" 

OW-l+EW-ftc".  (4.8.5) 

L — ' n\ 

Tl=l 

que  convergen  en  todo  el  plano  complejo  de  la  variable  //,  sumándose  a las  funciones 
enteras  D(t,s]fi),  llamada  menor  de  Fredholm,  y llamada  determinante 

de  Fredholm. 


3Ver,  por  ejemplo,  R.  Courant  y D.  Hilbert,  Methods  of  Mathematical  Physics. 

4 Ver,  por  ejemplo,  G.  Ye.  Shilov,  Mathematical  Analysis , y las  referencias  allí  citadas. 
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En  esas  condiciones,  los  ceros  de  D{¡i)  coinciden  con  los  valores  singulares  del 
núcleo  K (t,  s),  y el  núcleo  del  operador  integral  = R^—I  está  dado  por  el  cociente 


(4.8.6) 


Entonces,  para  todo  valor  regular  /i  (para  el  cual  D(fi)  ^ 0)  y V/(í)  E L 2(a,  6), 
la  ecuación  integral 


(4.8.7) 


tiene  una  única  solución  que  puede  ser  expresada  como 


(4.8.8) 


Ejemplo  4.5.  Son  raras  aquellas  situaciones  en  las  que  es  posible  sumar  explíci- 
tamente las  series  (4.8.4)  y (4.8.5).  Un  ejemplo  corresponde  al  caso  en  que  uno  de 


los  núcleos  Bn(t,s ) se  anula  idénticamente,  lo  que  hace  que  esas  series  se  reduzcan 


a sumas  finitas. 

Tomemos  el  núcleo  degenerado  K(t,  s ) = tes,  con  0 < t,  s < 1.  Tenemos  que 


(4.8.9) 


y 


(4.8.10) 


(4.8.11) 


lo  que  implica  que  el  núcleo  K (£,  s ) = tes  tiene  un  único  valor  singular  en  //,  = 1 
(En  efecto,  por  tratarse  de  un  operador  integral  de  núcleo  degenerado  que  proyecta 
todo  el  espacio  L2(0, 1)  en  un  subespacio  unidimensional,  vemos  que  todo  autovector 
correspondiente  a un  autovalor  no  nulo  es  proporcional  a e(f)  = t.  Y teniendo  en 
cuenta  la  integral  en  (4.8.9),  concluimos  que  el  autovalor  correspondiente  es  A = 1). 

Para  el  núcleo  T(í,  s;  fi)  tenemos  finalmente 


(4.8.12) 
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Capítulo  5 


LA  TRANSFORMACIÓN  DE  FOURIER  EN  L2(M) 

5.1.  Espacios  Lp 

El  conjunto  de  funciones 

L p(a,b)  :=  jy?(:r)  : J \p{x)\v  < ooj  , (5.1.1) 

para  p > 1,  constituye  un  espacio  normado  (de  Banach)  respecto  de  la  norma 

MaOlIp  :=  jy*  l¥>0»0lPJ  > (5-1.2) 

que  a su  vez  determina  la  distancia 

VO  :=  \W  ~ V’llp  ■ (5.1.3) 

Desde  luego  que  estas  definiciones  requieren  la  identificación  de  aquellas  funciones 
que  coinciden  en  casi  todo  punto  con  un  mismo  vector  del  espacio. 

El  teorema  de  Riesz  y Fischer  establece  que  L p(a,b)  es  un  espacio  completo 
respecto  de  esa  distancia. 


5.2.  Transformación  de  Fourier  en  Li( 

Lema  5.1.  (Lema  de  Riemann  - Lebesgue)  Dada  una  función  <p  E Li(IR),  se 
define  su  transformada  de  Fourier  como 

dx 


/OO 

e-*1  <p{x) 

•OO 


(5.2.1) 


que  es  una  función  acotada,  continua  y que  tiende  a 0 cuando  |<r|  — > oo  . 

En  efecto: 

■ Para  todo  <7  e IR, 

/°°  dx  1 

|p(*)|-=  = -=|M|ll  (5.2.2) 

-oo  V v ■¿'TT 

de  modo  que  la  integral  en  (5.2.1)  converge  absoluta  y uniformemente  en  a. 
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■ Si  ifn  <p  en  Li(R)  (es  decir,  si  ||y?n  — — > 0 para  n — > oo),  entonces  sus 

transformadas  de  Fourier  satisfacen 


IV'n(o-)  - H°)\  < -4=  \\<Pn  ~ V»||i  ->  0 (5.2.3) 

V27T 

para  n — > oo  y Ver  E R.  En  consecuencia,  la  sucesión  de  transformadas  de 
Fourier  converge  uniformemente  en  toda  la  recta  a la  transformada  de  Fourier 
de  la  función  límite. 

■ Sea  X[a,6](a0  € La  (a,  fe)  la  función  característica  del  intervalo  [a,  fe], 


XM](s) 


1,  para  — oo  < a < x < b < oo, 
0,  en  todo  otro  caso. 


(5.2.4) 


Su  transformada  de  Fourier  es 


y/2ñ  cr\/2ñ 

que  es  continua  en  toda  la  recta  y tiende  a 0 para  |cr | — >■  oo.  Lo  mismo 
vale  para  la  transformada  de  Fourier  de  toda  función  escalonada  de  soporte 
compacto  en  Lx(R)  (combinación  lineal  de  un  número  finito  de  funciones 
características) . 

■ Puede  demostrarse  que  el  conjunto  de  las  funciones  escalonadas  absoluta- 
mente integrables  en  la  recta  es  denso  en  Li  (R) , de  modo  que  toda  función 
(f(x)  E Lj  (R)  es  el  límite  de  una  secuencia  de  funciones  escalonadas.  En 
consecuencia,  su  transformada  de  Fourier  es  el  límite  de  una  secuencia  uni- 
formemente convergente  de  funciones  continuas  que  tienden  a 0 en  el  infinito. 

Por  lo  tanto,  la  transformada  de  Fourier  de  toda  función  en  Li(R)  es 
continua  y tiende  a 0 para  a — > ±oo. 


(e~iab  - e~i(Ta)  , (5.2.5) 


También  puede  demostrarse  que  si  la  transformada  de  Fourier  Tp(cr)  de  una  fun- 
ción <p(x)  E Lx(R)  es  nula  para  todo  a,  tl>(cr)  = 0,  entonces  <p(x)  = 0 en  casi  todo 
punto. 

Esto  hace  que  la  transformación  de  Fourier  sea  unívoca.  En  efecto,  si  (¿q (x), 
(p2(x)  E Li(R)  tienen  la  misma  transformada  de  Fourier  ip(cr),  entonces,  por  ser  T 
lineal,  <fi(x)  = <f>2(x)  en  casi  todo  punto. 

Así  definida,  la  transformación  de  Fourier  es  una  aplicación  lineal  de  L^R)  en  el 
espacio  de  las  funciones  continuas  que  se  anulan  en  el  infinito.  Pero  no  toda  función 
con  esas  características  es  la  transformada  de  Fourier  de  una  función  en  Li(R)  (es 
decir,  T no  es  sobreyectiva  en  ese  espacio). 


5.2.  TRANSFORMACION  DE  FOURIER  EN  Li(R) 
La  transformación  de  Fourier  inversa  corresponde  a 

da 
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T 


VK*)  = = Jim  í eiax^{a) 

N^oo  J_N 


(5.2.6) 


definición  que  sólo  vale  bajo  ciertas  condiciones  de  regularidad  sobre  ip(x). 


Como  la  integral  que  define  i¡j(a)  en  (5.2.1)  converge  absoluta  y uniformemente 
en  a,  el  teorema  de  Fubini  permite  escribir 


/N  J roo  r rl\ 

eiax  7^  = J [J  eia(x~y)  } V(y) 


dy_ 

27 r 


= ~f 

n J-c 

)+l  f 

n J-c 


sin(jVí) 


sin(jVí) 


ip{x  + 1 ) dt 


[<p(x  + t)  - ip{x)\  dt , 


(5.2.7) 


dado  que* 1 * * * 


1 í 

* J-c 


sin(Nt) 


7T  .l—cxi  t 


dt  = 1 . 


(5.2.9) 


La  última  integral  en  (5.2.7)  puede  escribirse  como  la  suma  (A  + B),  donde 

sin(Arí) 


A = 


í 

J\t\<T 


[<p(x  + t)  — <p(x)\  dt , 


B 


sin(Nt) 


(5.2.10) 


f sin(ATí)  f sin(i 

= / — — <p{x  + t)  dt  - <p(x)  / 


dt . 


Es  evidente  que,  para  casi  todo  x € R, 
sin(Nt) 

(p(x  + 1)  dt 


\B\<\[ 

\J\t\>T 


t 


+ 


sin(iVt) 


f sin  (i 

V(x)  / 7 

J\t\>T  1 


dt 


(5.2.11) 


resulta  tan  pequeño  como  se  quiera  con  sólo  tomar  T suficientemente  grande  (da- 
do que  ambas  integrales  son  convergentes  sobre  toda  la  recta),  y eso  \/  N > N0 
arbitrario. 


^En  efecto,  sea  C una  curva  que  se  aparta  del  eje  real  de  manera  de  dejar  el  origen  por  arriba, 
entonces, 

i «Sil  dt  = lím^o.  + /“)  dt  = 

(5.2.8) 

= ScS£rdt-  Ic  dt  ~ ¿ lím4-»o+  1°*  sin  ( NSeie ) M=2g  + 0 + 0 = n, 


donde  hemos  cerrado  el  camino  de  integración  por  el  semiplano  superior  en  la  primer  integral  y 

por  el  inferior  en  la  segunda. 
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Por  su  parte,  A — > 0 cuando  N oo  si,  por  ejemplo,  la  función  p(x)  satisface 
la  condición  de  Dini2, 

r&  \<p(x  + t) 


i: 


\t\ 


dt  < oo , 


(5.2.12) 


para  un  S > O3.  Esta  condición  es  satisfecha,  en  particular,  por  las  funciones  dife- 
renciables  (en  virtud  del  teorema  del  valor  medio). 

En  esas  condiciones,  límjv-K»  <Pn(x)  = lp(x)  en  casi  todo  punto. 


5.3.  Subespacios  densos  en  L2( 

No  toda  función  de  L2(M)  tiene  una  transformada  de  Fourier  en  el  sentido  antes 


descrito,  ya  que  no  toda  función  de  ese  espacio  es  absolutamente  integrable  en  la 
recta.  Por  ejemplo,  si 


(p(x) 


1 


vT+ 


X* 


(5.3.1) 


entonces  ip  E L2(M)  pero  <p  ^ Lp 

Pero  sí  es  cierto  que  toda  función  de  soporte  compacto  y cuadrado  sumable  tiene 
una  transformada  de  Fourier  en  el  sentido  usual. 

En  efecto,  si  ip(x)  E L2(a,  b),  con  — oo  < a < b < oo,  y tp(x)  = 0 ,V x ^ [a,  6], 
teniendo  en  cuenta  que  la  función  característica  X[a,b]  (x)  € L2(a,  b),  podemos  escribir 
que 

IMIi  = (xm(*).  I<^(a:)l)  < IIX[«,6](®)||2  ||v>(ar)||2  = Vb  - a ||^(x)||2  , (5.3.2) 

en  virtud  de  la  desigualdad  de  Cauchy-Schwartz. 


2Ulisse  Dini  (1845  - 1918). 

3En  efecto,  si  /(£)  es  sumable  en  un  intervalo  [a,  6],  entonces  J*  f{t)  sin (Nt)dt  — > 0 cuando 
N —i  oo. 

Para  demostrarlo,  consideremos  primero  la  función  característica  de  un  intervalo  [c,  d\  C [a,  6], 
que  es  una  función  sumable.  Tenemos  que 

rb  / \ . . . . cos(Nd)—cos(Nc)  „ , »r 

X[c,d](t)  sin (Nt)  dt  = — > 0 cuando  N — t oo  . (5.2.13) 


f 


Lo  mismo  vale  para  cualquier  función  escalonada  h(t)  € Li  (a,  b),  por  ser  una  combinación  lineal 
de  un  número  finito  de  funciones  características. 

Finalmente,  si  f(t)  € Li(a,  6),  teniendo  en  cuenta  que  el  conjunto  de  las  escalonadas  es  denso  en 
Li(a,  b).  sabemos  que  V £ > 0 existe  una  función  escalonada  h(t)  6 Li(a,6)  tal  que  ||/(í)  — fi(í)||i  < 
e/2.  Entonces, 

rb  rb  rb 


rO  rO  rO 

/ f{t)sm(Nt)dt  < / \f(t)-h(t)\dt+  / h(t)sm(Nt)dt 
Ja  Ja  Ja 


£ £ 

<2+2=E 


(5.2.14) 


si  N es  suficientemente  grande. 
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De  hecho,  las  funciones  de  soporte  compacto  y cuadrado  sumable  forman  un 
conjunto  denso  en  L2(R).  En  efecto,  dada  ip(x)  E L2(M)  definimos 

( (p(: x),  \x\<N, 

<Pn{x)  '•=  < (5.3.3) 

( 0 , |x|  > N . 

Evidentemente,  < pN(x ) E L2(M),  ||v?jv||2  < IMh  y H^ivlh  IMh  cuando  N ->  oo. 
Además,  ipu  — > ip  en  L2(M)  ya  que 

/OO 

\Vn(x)  - tp(x) |2  dx  = ||^||22  - ||¡¿>n||22  0 . (5.3.4) 

•OO 


Recordemos  que  el  espacio  formado  por  los  polinomios  de  todo  grado  es  un 
conjunto  denso  en  L 2(— jV,  N). 

Consideremos  la  función  definida  por 


Mx) 


A*\<N, 


0,  |x|  > N, 


(5.3.5) 


con  e > 0.  Esta  función  es  de  soporte  compacto  (contenido  en  [— N,  Af])  y tiene 
derivadas  continuas  de  todo  orden:  (j)e(x)  E C¿°(]R)  (espacio  lineal  de  las  funciones 
de  soporte  compacto  en  la  recta  y con  derivadas  continuas  de  todo  orden) . Además, 
toma  valores  entre  0 y 1 (0  < <t>e{x)  < 1)  y converge  uniformemente  a 1 cuando 
e-lOen  todo  intervalo  cerrado  de  la  forma  [-N  + 5,  N — S],  con  S > 0. 

Sea  P(x)  mi  polinomio  y M = max{|P(x)|}  para  —N  < x < N.  Llamemos 
Pt(x)  = P(x)(f)t(x)  E Cq°(R).  La  distancia  entre  esas  dos  funciones  de  L2(— N,  N ) es 

||P(i)  - P,(x) ||22  = I P(x)  - Pt(x)\>dx  < 

(5.3.6) 

< M2  {/r^+á  1 dx  + ¡NN*ls  |1  - </>£(x)|2  dx  + Jns  1 dx}  > 

que  puede  hacerse  tan  pequeña  como  se  quiera  con  sólo  tomar  5 y e suficientemente 
pequeños. 

Por  lo  tanto,  es  posible  encontrar  en  el  espacio  C£°(M)  funciones  tan  próximas 
como  se  quiera  a una  dada  función  de  soporte  compacto  y cuadrado  sumable.  Dado 
que  éstas  forman  un  conjunto  denso  en  L2(R),  resulta  que  C“(M)  es  un  subespacio 
denso  de  L2(M). 
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íp(x)  E S =>•  < 


5.4.  El  espacio  de  Schwartz 

El  espacio  de  Schwartz4  S es  el  espacio  lineal  formado  por  el  conjunto  de  las 
funciones  con  derivadas  de  todo  orden  continuas  y de  decrecimiento  rápido  (es  decir, 
que  se  anulan  en  el  infinito  más  rápido  que  cualquier  potencia  de  x_1), 

' <p(x )eC°°(R), 

(5.4.1) 

. |l*»>(,)(l)|  < KtM,  Vk,q. 

Nótese  que,  Vy?  E «S,  resulta  de  (5.4.1)  que  xip(x)  E S y f'(x)  E S.  Entonces,  Vk,q, 
xkip(q)  (x)  E S. 

Evidentemente,  Cq°(R)  C S y,  en  consecuencia,  S es  denso  en  L2(M). 

Además,  S C Lq  (IR),  de  modo  que  toda  función  en  S tiene  una  transformada  de 
Fourier  en  el  sentido  usual, 

dx 


/OO 

e~i<TX  <p(x) 

•OO 


(5.4.2) 


que  es  continua  y tiende  a 0 en  el  infinito. 

Por  otra  parte,  las  funciones  xk<p(x)  E S para  todo  k E N,  de  modo  que  las 
integrales 


f 

J — C 


(— ix)kip(x) 


dx 

7^ 


(5.4.3) 


convergen  absoluta  y uniformemente  en  toda  la  recta  a E R,  correspondiendo  en 
consecuencia  a las  derivadas  fc-ésimas  de  ip((r),  En  efecto,  tenemos  por 

ejemplo  que 

\xk+2ip(x)\  < Kk+ 2io  =>  | xkip(x)\  < Kk^'°  ■ (5.4.4) 

Pero  entonces  ^k\a)  es  la  transformada  de  Fourier  de  una  función  en  <S,  de 
donde  resulta  que  es  continua  y tiende  a 0 en  el  infinito. 


En  consecuencia,  ip(cr)  tiene  derivadas  de  todo  orden  continuas,  ip(a)  E Cc 
Como  las  funciones  (—ix)k(p(x)  E S,  podemos  integrar  por  partes  para  escribir 


/OO 

-OC 

-£*■*■[( 


-d 

dx 


(—ix)k(f(x) 


dx 

7^ 


dx 


E)  (“Í:r)V(l)j  V2Í 


(5.4.5) 


4Laurent-Moise  Schwartz  (1915  - 2002). 
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Y como  [(^)9  (— z € S C L^M),  resulta  que  su  transformada  de  Fourier 

está  acotada, 

|cr9  -0(fc) (cr) | < Kq¿[i¡>\,  (5.4.6) 

lo  que  es  válido  V q,  k € N.  En  consecuencia,  las  derivadas  de  todo  orden  de  /4>(a) 
son  funciones  de  decrecimiento  rápido. 

Concluimos  entonces  que  a transformación  de  Fourier  es  una  aplicación  de  S en 
ese  mismo  espacio,  J-  : S — » S. 

Como  las  funciones  en  S son  diferenciables  y de  decrecimiento  rápido,  satisfacen 
la  condición  de  Dini  y para  ellas  existe  el  límite  doble  en  la  expresión  que  define  la 
transformada  inversa  (5.2.6), 

/OO  J 

e™1  ip(a)  — = . (5.4.7) 

■oo  V 27T 

La  ecuación  anterior  sólo  difiere  de  la  definición  de  la  transformación  directa  en  el 
signo  del  argumento  de  la  exponencial.  En  consecuencia,  similares  conclusiones  se 
obtienen  respecto  de  la  transformación  inversa,  que  también  está  definida  sobre  todo 
5. 


Finalmente,  sean  <pi(x),  <P2(X)  € S C L2(M).  Su  producto  escalar  es 

dx  = 


/oo  f roe 

MXY  \ 

-oo  l J — oo 

= r í r /-x dx  i 

J — oo  w— c 


e->iW 


>/2 ñj 


(5.4.8) 


> ip2(a)  da  = (fa (a),ip2 (o-) ) , 


V^J 

donde  el  cambio  en  el  orden  de  integración  está  justificado  por  el  teorema  de  Fubini, 
puesto  que  la  integral  doble  converge  absolutamente  ya  que  ambas  funciones  están 
en  5 c L^M). 

En  consecuencia,  la  transformación  de  Fourier  sobre  S preserva  los  productos 
escalares.  En  particular,  tomando  ambas  funciones  iguales  en  la  ecuación  anterior, 
se  tiene  que  V ip(x)  E S 

IbOOlla  = W(<r)h,  (5.4.9) 

es  decir,  la  transformación  de  Fourier  sobre  S preserva  la  norma  ||.||2- 


Puesto  que  J-  es  un  operador  acotado  sobre  S , resulta  continuo.  En  efecto,  si 
(fN  —>■  <p  en  L2(M),  con  (f  E S,  entonces  sus  transformadas  de  Fourier  satisfacen 


|| Í>N  ~ V’lh  = ||y?A  - vh  ->  o,  para  Ai  ->  oo  . (5.4.10) 


En  esas  condiciones,  la  imagen  de  la  restricción  de  J-  al  espacio  de  Schwartz  es 
Rank(  Jr|5)  = S.  En  efecto,  Vip  E «S,  J-~l  [ip]  = <p  E S,  con  J-  [t¿>]  = ip. 
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Por  otra  parte,  supongamos  que  ip\  (x) , <¿>2  (x)  E S tienen  la  misma  transformada 
de  Fourier,  Jr[y?1](cr)  = Jr[(/?2]((7)-  Como  la  transformación  es  lineal,  en  virtud  de 
(5.4.9)  tenemos 

•Ffai  — V»2](cr)  = 0 =>  - <¿>2||2  = 0 =>  ipx(x)  = <p2(x) . (5.4.11) 

En  consecuencia,  T es  una  aplicación  biunívoca  de  S en  <S,  cuya  inversa  es  la 
transformación  inversa  (5.4.7). 

De  ese  modo,  la  restricción  de  T al  espacio  de  Schwartz  es  un  operador  unitario. 
En  efecto,  Vy>i,<¿>2  € S tenemos  que 

(<Pi  ,<¿>2)  = (^1 , ^2)  = (<Pi  i'PTy-i)  =>  = 1 ’ (5.4.12) 

mientras  que  ip  E S resulta  que 

= = =>  rp\s  = ¡.  (5.4.13) 


Aunque  J-  no  es  completamente  continuo5,  tiene  un  conjunto  completo  de  auto- 
funciones  en  S.  Esto  es  así  porque  tiene  los  mismos  autovectores  que  el  operador  de 
Sturm  - Liouville  no  singular  definido  sobre  S (denso  en  L2(M))  como 


Lp(x)  :=  j-^+:r2j<¿>(x).  (5.4.15) 

Los  autovectores  de  L son  las  funciones  de  Hermite, 

ipn(x)  = Hn(x)e~ V, 

(5.4.16) 

Hn(x)  = (- 1)»^  (£)%-*’ , 


que  forman  un  sistema  ortogonal  y completo  (ver  Ejemplos  en  la  Sección  5.6),  y 
satisfacen  la  ecuación 


Lipn(x)  = -<Pn(x)  + z2  Vn{x)  = (2 n + 1)<¿>„(:e) , (5.4.17) 

donde  los  autovalores  (2n  + 1),  con  n = 0,l,2,...,  son  no  degenerados. 

5En  efecto,  supongamos  que  {<p¡¡ , h 6 N}  es  una  secuencia  de  vectores  ortonormales  contenida 
en  S.  Entonces,  de  5.4.9  resulta  que 

Wrtn  - ifrmh2  = \\<Pn  - Vmh2  = 2 , para  n ^ m , (5.4.14) 


de  modo  que  el  conjunto  de  sus  transformadas  de  Fourier,  {t¡)k  , k € N},  no  contiene  ninguna 
secuencia  fundamental. 
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En  efecto,  aplicando  T a ambos  miembros  de  la  ecuación  anterior,  y tenien- 
do en  cuenta  que  integrando  por  partes  resulta  que  J-[ip(2\x)\((j)  = — cr2t/>(cr)  y 
J-[x2(p(x)\  (a)  = —ip(2\(r),  tenemos 

o1  tMcr)  - ipn(a)  = (2n  + 1 )ipn((r)  ■ (5.4.18) 

Esto  significa  que  J-  deja  invariantes  los  subespacios  característicos  del  operador 
L.  Y como  éstos  son  unidimensionales,  resulta  que  ipn(x)  es  un  autovector  de  J7, 

^Ypn{x)\{<j)  = Hn<Pn(a). 

Por  otra  parte,  como  x )]  = tp(—x),  se  tiene  que  J71  = /.  En  consecuencia, 

los  autovalores  de  T son  raíces  cuartas  de  la  unidad,  = 1 (estrictamente6,  [in  = 
(“*)")• 


5.5.  Teorema  de  Plancherel 


Consideremos  primero  una  función  <p(x)  E L2(R)  de  soporte  compacto  contenido 
en  [a,  6],  Como  <p(x)  E LX(R),  tiene  una  transformada  de  Fourier  en  el  sentido  usual, 
que  es  una  función  continua  y que  tiende  a 0 cuando  |oj  — » oo. 

La  función  <p(x)  puede  ser  aproximada  (en  media)  por  una  secuencia  de  funciones 
(fin(x)  E C£°(R),  con  soporte  también  contenido  en  el  intervalo  [a,  6]: 

tpn  — ^ en  L2(a,  b ) , con  (pn(x)  = 0 para  x £ ( a , b ) . (5.5.1) 

En  esas  condiciones,  (pn  — » <p  en  Li(a,  b),  puesto  que 

||</?n  — <^||i  < Vb  — a || ipn  — y>\\2  ~ » 0 para  n oo  . (5.5.2) 

Por  lo  tanto,  (como  esas  funciones  son  nulas  fuera  del  intervalo  [a,í>])  se  tiene 
que  ipn  — ^ y?  en  Li(R)  y,  en  consecuencia,  sus  transformadas  de  Fourier  convergen 
uniformemente  en  toda  la  recta  a la  transformada  del  límite: 


ipn(cr)  — > '*}>{&)  = F[p\{<7),  uniformemente  en  R . 


(5.5.3) 


Esto  garantiza  también  la  convergencia  en  media  de  ipn(a’)  VK0")  en  todo  compacto 
sobre  la  recta  o. 


6En  efecto, 

T [*>„(*)]  (")  = e-‘-e-4(-l)"e*3  [(£)"  e~ 


dx  = 


x dx  = 


(5.4.19) 
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Por  otra  parte,  como  tpn(x)  € C“(M)  C S,  entonces  ipn(&)  6 S y se  cumple  que 
Vn,mes 

HV'nlh  = ll^nlh  y \\lpn  - ll>mh  = \\Pn  - <Pmh  ■ (5.5.4) 

En  consecuencia,  las  transformadas  {ipn}  también  forman  una  secuencia  fundamen- 
tal en  L2(M).  Como  este  espacio  es  completo,  existe  una  función  ip(a)  E L2(M)  que 
es  el  límite  de  esa  secuencia,  ip  = lím^^  ipn,  y que  (por  la  continuidad  de  la  norma) 
satisface 

IMh  = lím  HV'nlh  = lím  \\ipnh  = \\<p\\2.  (5.5.5) 

7T->00  71— > OO 

Ahora  bien,  como  la  convergencia  en  media  en  toda  la  recta  implica  convergencia 
en  media  en  todo  compacto,  y como  el  límite  en  media  es  único,  la  función  -0(cr) 
debe  coincidir  en  todo  compacto  (salvo  medida  nula)  con  la  transformada  de  Fourier 
de  ifi(x)  como  función  de  Li  (E),  í/>(<t),  que  es  una  función  continua  que  tiende  a 0 en 
el  infinito.  Por  otra  parte,  como  es  de  cuadrado  sumable,  también  debe  tender 
a 0 en  el  infinito,  por  lo  que  'tp(cr)  y ip(<r)  coinciden  en  toda  la  recta. 

En  resumen,  si  (p(x)  E L2(R)  es  de  soporte  compacto,  su  transformada  de  Fourier 
como  función  de  Lq(R)  (continua  y que  tiende  a 0 cuando  |er|  — »•  00)  es  una  función 
de  cuadrado  sumable  en  toda  la  recta,  E L2(M),  cuya  norma  es 

llalla  = IMk 


Consideremos  ahora  el  caso  de  una  función  arbitraria  <p{x)  E L2(M).  Ella  puede 
ser  representada  como  el  límite  (en  media)  de  una  secuencia  convergente  de  funciones 
de  soporte  compacto  tpN(x),  como  las  definidas  en  (5.3.3). 

Por  el  resultado  anterior,  sus  transformadas  de  Fourier  = V’v  € L2(M),  y 

sus  normas  son  tales  que  H^jvlh  = ll^wlh-  Por  otra  parte,  ellas  forman  una  secuencia 
fundamental  en  L2(M),  dado  que 

Wi’N+M  - V'ivlh  = \\vn+m  -<Pjv||2  -*■  0,  para  N ->  00 , V M , (5.5.6) 

como  consecuencia  de  la  linealidad  de  T y de  que  la  diferencia  (<Pn+m  ~ <Pn)  es  de 
soporte  compacto. 

En  esas  condiciones,  existe  una  función  ip(cr)  E L2(M)  que  es  el  límite  de  esa 
secuencia, 

ÍN  dx 

4>(°)  :=  lím  i>N(a)  = lím  / e wxtp(x)  —=  , (5.5.7) 

N-> 00  N-y 00  J_N  y/2-K 

a la  que  se  define  como  la  transformada  de  Fourier  de  (p  E L2(M).  Por  la  continuidad 
de  la  norma,  también  se  cumple  que 

IMI2  = lím  HVw || 2 = lím  ||v?v||2  = ||^||2  • (5.5.8) 
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Si  además  la  función  <p(x)  E Li(M),  ella  tiene  una  transformada  de  Fourier  en 
el  sentido  usual,  ^(er),  que  es  continua  y tiende  a 0 en  el  infinito.  Por  construcción 
(ver  ecuación  (5.3.3)),  lPn(x)  £ Io(M)  VN,  su  norma  ||</?jv||i  — > llalli)  y se  tiene  que 

/OO 

1^0*0  - <p(x)\  doc  = llalli  - llalli  ->  o.  (5.5.9) 

•OO 

Entonces,  (ppj  — > <p  en  Li(M)  y,  por  lo  tanto,  sus  transformadas  convergen  uni- 
formemente en  toda  la  recta  a la  transformada  del  límite,  ipN^a)  -A  ip(cr).  Pero  ese 
límite  uniforme  coincide  con  el  límite  en  media,  ip(<r),  en  todo  compacto  sobre  M, 
resultando  éste  una  función  continua.  Y como  tanto  ip(a)  como  ip(cr)  tienden  a cero 
para  \a\  — > oo,  ambas  coinciden  como  elementos  de  L2(M). 

En  resumen,  hemos  demostrado  el  siguiente 

Teorema  5.1.  (de  Plancherel)7  Si  <p(x)  E L2(M),  existe  en  L2(K)  el  límite 

ÍN  ■ dx 

F[<p(x)\((r)  :=  = Km  / e t<TX<p(x)  —=  (5.5.10) 

N^oo  J_N  y Z7T 

que,  por  definición,  es  la  transformada  de  Fourier  de  p(x).  Así  definido,  T : L2(M)  — >• 
L2(M)  es  un  operador  acotado  que  preserva  la  norma,  ||^||2  = ll^lh- 

Si  además  <p(x)  E Lx(M),  entonces  existe  el  límite  doble  en  la  integral  del  segundo 
miembro  de  (5.5.10),  que  naturalmente  coincide  con  la  definición  de  la  trasformada 
de  Fourier  en  Li(M). 

Un  razonamiento  similar  al  que  conduce  a la  ecuación  (5.4.11)  muestra  que  esta 
aplicación  es  unívoca.  En  efecto,  supongamos  que  p\  (x),  <¿>2(x)  € L2(M)  tienen  la 
misma  transformada  de  Fourier,  entonces 

= 0,  a.e.  =>  \\v1-y2W2  = 0 =>  <Pi(x)  = <p2 (x) , a.e.  (5.5.11) 

Consideremos  un  par  de  funciones  ipx(x) , (p2(x)  € L2(M).  Entonces,  Va  e Cse 
tiene 

\\Fl  +OHP2W22  = HV'l  +«^2||22  => 

(5.5.12) 

=>  (¥>i,¥>2)  = (/>  uF^)  = (<Pi,FF<P2)  ■ 

En  consecuencia,  F^F  = /,  donde  el  operador  adjunto  F^  está  definido  en  todo 
L2(M)  (por  ser  F acotado). 

Por  otra  parte,  el  rango  de  F es  todo  el  espacio  de  Hilbert,  Rank(J7)  = L2(M). 
En  efecto,  dada  una  función  arbitraria  if(cr)  E L2(M),  ella  puede  ser  representa- 
da como  = lím^oo  ipn(a),  con  ipn  € S,  Vn.  Teniendo  en  cuenta  que  (por 

"Michel  Plancherel  (1885  - 1967). 
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(5.4.9))  la  secuencia  tpn  = J-~l[xpn\  € S es  fundamental,  vemos  que  existe  p(x)  = 
límn-^oo  fn{x)  e L2(M). 

Ahora  bien,  esta  función  <p(x)  tiene  una  transformada  de  Fourier  que  satisface 

ll-^M  - V’nlla  = \\<P  - Vnh  0 (5.5.13) 

cuando  n — > oo,  de  modo  que 

F[p\  = lím  0n  = 0.  (5.5.14) 

TI— KX> 

Por  lo  tanto,  0 € Rank^). 

En  esas  condiciones,  para  todo  par  de  funciones  0i(:r),  02(:r)  S L2(K)  tenemos 
(0i,  TT^xp-i)  = (F  p\,FPF  (p2)  = (Fipi,F(p2)  = (-01,  02)  (5.5.15) 

y,  en  consecuencia,  FF^  = /. 

En  conclusión,  existe  la  inversa  de  JF , operador  que  está  definido  sobre  todo 
L2(IR)  y coincide  con  el  operador  adjunto,  F~l  = F^ . 

5.6.  Sistemas  completos  en  L2(M) 

Teorema  5.2.  Sea  </?o(^)  € L2(a,  b),  con  — oo  < a < b < oo,  tal  que  ifo(x)  ^ O 
a.e.  y 

\ip0(x)\  < K e~A^,  V x , (5.6.1) 

con  A > 0.  Entonces,  el  sistema  de  funciones 

ipn(x)  = xnip0(x) , n = 0, 1, 2, . . . (5.6.2) 

es  completo  en  L2(a,  b). 

Para  ver  que  esto  es  así  tengamos  en  cuenta  que,  para  r € M,  de  (5.6.1)  resulta 

\xneTX<po(x)  \<K\x\n  e-(A-WW  , (5.6.3) 

de  modo  que  la  función 

xneTxtp0(x ) € L2(a, b) , Vr  : |r|  < A.  (5.6.4) 

Entonces,  V / 6 L2(a,  b),  la  función 

h(x)  :=  f(x)*eTX(p0(x)  e L^M^Vr  : |t|  < A,  (5.6.5) 


donde  f(x)  y (po(x)  son  entendidas  como  nulas  fuera  del  intervalo  [a,  6],  en  caso  de 
que  éste  fuese  acotado. 
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La  transformada  de  Fourier  de  h(x)  es  una  función  continua  de  la  variable  com- 
pleja s = a + ir  en  la  franja  |S(s)|  = |r|  < r0  < A, 


i roo 

g(s)  = g(a  + ir)  = —=  / e~l{(T+lT)x  f (x) *(p0(x)  dx , 

V -¿71  J — oo 

lo  mismo  que  sus  derivadas  de  todo  orden,  las  que  están  dadas  por 


ls)  = vraL 


e t8X(—ix)nf(x)*<p0(x)dx 


(5.6.6) 


(5.6.7) 


dado  que,  en  virtud  de  (5.6.3),  esas  integrales  convergen  absoluta  y uniformemente 
en  dicha  región  del  plano  complejo  s: 

/OO  rOO 

\f(x)\\eTX  xn  ip0(x)\  dx  < K / \f(x)\\xn\e~^A~T°^dx<oo.  (5.6.8) 

-oo  J — OO 

En  consecuencia,  g(s)  es  una  función  analítica  de  la  variable  s en  la  región 
|S(s)|  < r0  < A,  con  t0  > 0. 


Supongamos  ahora  que  f(x)  _L  (fn(x),  Vn  > 0.  Entonces,  de  (5.6.6)  y (5.6.7) 
resulta  que  g^(0)  = 0,  Vn  > 0 =$■  que  la  función  analítica  g(s)  = 0. 

En  particular, 

g(a)  = — ]=  í e~iaxf(x)*ip0(x)  dx  = 0 =»  f(x)*ip0(x)  = 0 , a.e.  (5.6.9) 

V27T  J —oo 

Y como,  por  hipótesis,  (po(x ) ^ 0,  a.e.  =>•  f(x)  = 0,  a.e. 

Esto  muestra  que  el  sistema  ipn(x),  n = 0, 1, 2, . . . es  completo  en  L2(a,  b). 


Ejemplo  5.1.  Las  funciones  <pn(x)  = xn  e~x^2,  n = 0, 1, 2, ... , forman  un  sistema 
completo  en  L2(M+).  Por  ortogonalización  se  obtienen  las  funciones  de  Laguerre8, 
Ln(x ) e~x/2 /n!,  con 


1 

— e 

n!  dxn 


(*"«-*)  = E<-‘) 

m= 0 


(5.6.10) 


Ejemplo  5.2.  Similarmente,  las  funciones  tpn(x)  = xne~x 2/2,  n = 0,1,2,..., 
forman  un  sistema  completo  en  L2  (M) . Por  ortogonalización  se  obtienen  las  funciones 
de  Hermite  de  la  ecuación  (5.4.16). 


8Edmond  Nicolás  Laguerre  (1834  - 1886). 
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Capítulo  6 


OPERADORES  NO  ACOTADOS 

6.1.  Extensiones  de  operadores  lineales 

Sea  A un  operador  lineal  acotado  definido  sobre  un  dominio  V(A)  de  un  espacio 
de  Hilbert  Tí,  y sea  u E T>(A).  El  vector  u siempre  puede  ser  representado  como  el 
límite  de  una  secuencia  fundamental  { un  } contenida  en  'D(A).  Y como  A es  acotado1, 
tenemos 

II Aun  - Aum ||  = || A(un  - Um)!!  < \\A\\  ||un  - um||  0 (6.1.2) 

para  n,  m — » oo.  Es  decir,  {Aun}  es  también  una  secuencia  fundamental. 

Entonces,  como  V.  es  completo,  existe  un  vector  v E Tí  tal  que 

v = lím  Aun.  (6.1.3) 

71— ► OO 

Este  límite  es  independiente  de  la  secuencia  convergente  a u considerada.  En  efecto, 
si  {wn}  y {<}  C 'D(A)  son  coterminales,  entonces 

II Aun  - Au'n ||  = ||^  (un  - 0||  < \\A\\  || un  - <||  ->  0 (6.1.4) 

para  n — > oo. 

En  esas  condiciones,  se  puede  extender  de  manera  única  la  definición  del  opera- 
dor acotado  A a todo  T)(A),  introduciendo  un  operador  A de  modo  que  Vji£  P(/l) 

Au  :=  v = lím  Aun,  (6.1.5) 

71— »0O 

donde  { un } C T>(A)  y u = [ím,^^  un.  Así  definido,  este  operador  es  lineal  y acotado. 

En  efecto,  si  dos  secuencias  en  T>(A)  tienen  por  límite  a u = lím  un  y v!  = lím  < 
respectivamente,  entonces 

A (au  + /?<  = lím  A (aun  + /3<)  = a lím  Aun  + (3  lím  Au'n  = aAu  + f3Au' . (6.1.6) 
En  cuanto  a su  norma,  tenemos  por  un  lado  que 

FII  = SuP{uém,  ||u||=i}  F«H  ^ SuP{«eü(X),  ||«||=i}  |p«||  = ll^ll  • (6.1.7) 

^Recordemos  que  la  norma  de  A es,  por  definición, 

||A||  = Sup^gp^  ||u||=i}  l|da||  • (6.1.1) 


153 


154 


6.  OPERADORES  NO  ACOTADOS 


Por  otra  parte,  por  la  continuidad  de  la  norma,  para  cualquier  secuencia  en  T)(Á) 
convergente  a un  vector  unitario  u tenemos 

\\A^\\  < ||4||  IKII  =>  pu||  < \\A\\  || «||  = 1141 , (6.1.8) 

lo  que  implica  que  ||v4||  < ||«4||.  En  definitiva,  ||«4||  = ||v4||. 

En  particular,  un  operador  lineal  acotado  A,  definido  sobre  un  dominio  T){A) 
denso  en  un  espacio  de  Hilbert  Tí,  tiene  una  única  extensión  lineal  y acotada  sobre 
todo  Tí,  denominada  su  clausura  y denotada  por  A , cuya  norma  es  igual  a ||A||. 

Pero  si  T es  un  operador  no  acotado  definido  en  un  dominio  V{T)  y {?/„}  es  una 
secuencia  fundamental  en  T>(T),  la  secuencia  {Tun}  no  será,  en  general,  convergente 
en  Tí.  Incluso  si,  para  dos  secuencias  coterminales  {un}  y {«^}  C T>(T),  sucede  que 
{Tun}  y {Tu'n}  son  fundamentales,  en  general,  ellas  no  serán  coterminales. 

Supongamos  que  para  u ^ V(T)  ocurre  que  para  toda  secuencia  {un}  convergente 
a u y contenida  en  el  dominio  de  T,  la  secuencia  {Tun}  tiene  un  límite  fijo, 

lím  Tun  = v eTí,  V {«„}  E T>(T)  | lím  un  = u.  (6.1.9) 

TI — KX)  TI— tOO 

En  esas  condiciones,  se  puede  extender  la  definición  de  T incorporando  al  punto  u 
de  modo  que 

Tu  :=  lím  Tun  = v.  (6.1.10) 

TI— tOO 

Si  para  toda  secuencia  fundamental  {u„}  C ’D(T)  tal  que  {Tun}  es  también  de 
Cauchy  se  cumple  que 

lím  un  = u e T>(T),  y lím  Tun  = Tu,  (6.1.11) 

TI— tOO  TI— tOO 

entonces  T se  dice  cerrado. 

Dado  un  espacio  de  Hilbert  'K,  la  suma  directa  1-i  ® 'H  es  también  un  espacio  de 
Hilbert  respecto  del  producto  escalar  definido  a continuación.  Dados  los  vectores 

(6112) 

con  tpi,  932,^1,  ^2  H,  las  operaciones  lineales  están  definidas  como 

( ^ ^ ^ _ ( Ti  + <¿>2  A 

\^i)  \^)~  Ui+^/’ 

(6.1.13) 


6.1.  EXTENSIONES  DE  OPERADORES  LINEALES 


155 


y el  producto  escalar  está  dado  por 


<Pi 

Evidentemente,  la  secuencia 


P>2 

V>2 


= (</J1^2)W  + (V,l,V'2)W- 


(6.1.14) 


u®u 


P n 

Ipn 


, n E N > es  fundamental  en  Tí  © Tí  si  y sólo 


si  las  secuencias  {ipn , n E N}  y {ipn  , n E N}  son  fundamentales  en  Tí. 


La  gráfica  de  un  operador  lineal  T es  el  conjunto  de  vectores  de  Tí  ® Tí  de  la 
forma 

:={U)'*ei,(r)}'  (ei- 

Dada  la  linealidad  de  T,  T(T)  es  un  subespacio  lineal  de  Tí  ® Tí  si  el  dominio  V{T) 
es  un  subespacio  de  Tí.  Si  además  T es  cerrado,  entonces  F(T)  es  mi  subespacio 
cerrado2 *. 


Sea  Ti  mi  operador  lineal  definido  sobre  un  dominio  V(T\)  C Tí.  Si  F(T)  C T(Ti) 
se  dice  que  Ti  es  una  extensión  de  T en  Tí , lo  que  se  denota  por  T C Ti. 

Dicho  de  otro  modo, 

f V{T)  c V{Ti), 

T c Ti  & l (6.1.17) 

( Tiip  = Tip,  V^eP(T). 


Ejemplo  6.1.  Sea  T>(T)  = C^°(M),  con  T<p(x)  = —i<p'(x),  y sea  V[Ti)  = C¿(M), 
con  Tip{x)  = —i  p'{x).  En  esas  condiciones,  T C Tx. 


Un  operador  T se  dice  clausurable  si  tiene  una  extensión  cerrada. 


Si  Ti  es  una  extensión  cerrada  de  T,  entonces  T(T)  C T^),  que  es  un  conjunto 
cerrado  de  Tí  © Tí.  En  esas  condiciones,  la  clausura  de  la  gráfica  de  T también 
está  contenida  en  la  de  Ti,  T(T)  C r(Tx),  y,  por  lo  tanto,  corresponde  a la  gráfica 


de  un  operador.  Téngase  en  cuenta  que  si 


0 


€ r(T),  entonces  ip  = 0,  puesto 


2Nótese  que  la  clausura  en  Tí  ® Ti  de  la  gráfica  de  T,  F(T),  no  corresponde  en  general  a la 

gráfica  de  un  operador.  Una  condición  necesaria  para  que  T(T)  sea  la  gráfica  de  un  operador  es 


que  si 


V7 

^2 


e T(T)  =>i¡>  i = i¡j  2, 


(6.1.16) 


lo  que  en  general  no  se  cumple. 
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que 


0 

0 


es  el  único  par  de  esa  forma  contenido  en  Y (Ti).  Esto  significa  que,  en 


este  caso,  si 


€E  Y(T),  entonces  ijj  está  unívocamente  determinado. 


Si  T es  clausurable,  se  define  su  clausura  T como  el  operador  cuya  gráfica  es 


Y(T)  = T(T).  Su  dominio  es 

V(T)  = | p 


V 

i¡> 


€ r(T),  con  ip  € Ti  > , 


(6.1.18) 


y su  acción  corresponde  = ip,  donde  es  el  único  vector  de  Tí  tal  que 


r (T). 

Por  su  definición,  T es  cerrado,  constituyendo  una  extensión  cerrada  de  T.  Por 
otra  parte,  T C Tí,  donde  Ti  es  cualquier  extensión  cerrada  de  T.  Por  lo  tanto, 
todo  operador  clausurable  tiene  una  extensión  cerrada  mínima , que  corresponde  a 
su  clausura  T. 


6.2.  Espectro  - Resolvente 

Sea  T un  operador  lineal  cerrado  con  dominio  D(T ) denso  en  un  espacio  de 
Hilbert  Tí.  El  operador  (T  — XI)  está  definido  sobre  T)(T)  y su  rango  es  cierto 
subespacio  de  Ti , 

(T  - XI)  : V(T)  Rank  (T  - XI)  C U.  (6.2.1) 

Un  complejo  A pertenece  al  conjunto  resolvente  de  T,  p(T),  si  Rank  (T  — XI) 
es  denso  en  Ti  y (T  — XI)  es  una  biyección  con  inversa  acotada. 

Si  A € p(T)  =>  existe  el  operador  acotado  R\(T)  :=  (T  — A/)-1,  llamado  resol- 
vente de  T. 

El  conjunto  resolvente  p(T)  es  un  subconjunto  abierto  del  plano  complejo  C, 
sobre  el  cual  R\(T)  es  una  función  analítica  de  A cuyos  valores  son  operadores 
acotados  que  conmutan  entre  sí  y satisfacen 

Rx(T)  - R^T)  = (A  - p)R\(T)Rfi(T),  \/X,pe  p(T)  (6.2.2) 

(propiedades  idénticas  a las  de  la  resolvente  de  operadores  acotados). 

Se  define  el  espectro  de  T como  el  complemento  del  conjunto  resolvente  en  los 
complejos, 


a(T)  :=C\p(T)  = {XeC\X<¿p(T)}. 


(6.2.3) 
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Si  A es  un  autovalor  de  T,  entonces 

3 u € V(T)  \ Tu  = Xu  =>•  (T  — XI)  u = 0 , (6.2.4) 

con  u 0.  Por  lo  tanto,  (T  — XI)  no  es  una  biyección  =4>  A p{T).  El  conjunto  de 
los  autovalores  de  T constituye  el  espectro  puntual  de  T,  crp(T)  C cr(T). 

Si  A no  es  un  autovalor  de  T y Rank(T  — XI)  no  es  denso  en  H =>  X ^ p(T).  En 
ese  caso  se  dice  que  A pertenece  al  espectro  residual  de  T,  crr(T)  C er(T). 

Finalmente,  un  complejo  A pertenece  al  espectro  continuo  de  T , crc(T)  C er(T'), 
si  ( T — XI)  tiene  una  inversa  no  acotada  con  dominio  Rank(T  — XI)  denso  en  H. 

De  ese  modo,  podemos  expresar  al  espectro  de  un  operador  como  la  unión  de 
tres  conjuntos  disjuntos, 

a(T)  = op(T)  U ar(T)  U ac(T) . (6.2.5) 

6.3.  El  operador  adjunto 

Sea  T un  operador  lineal  definido  sobre  un  dominio  D(T)  denso  en  H.  Sea  D(T^) 
el  conjunto  de  los  vectores  E H para  los  cuales  ( ip,T(p ) es  una  funcional  lineal 
y continua3  de  (p  E T>(T)  (respecto  de  la  distancia  en  H).  Entonces,  en  virtud  del 
Teorema  de  Riesz  (Ver  Teorema  3.1),  para  cada  ip  E T){T^)  existe  un  vector  x E 'H 
tal  que  dicha  funcional  corresponde  al  producto  escalar 

(V>,7V)  = (*,*>),  e V(T).  (6.3.2) 

Puesto  que  D(T)  es  denso  en  H.  % está  unívocamente  determinado  por  ip.  En 
efecto,  si  (xi  - X2,  v)  = °>  e V(T),  =►  - X2  = 0. 

Entonces,  la  acción  del  operador  adjunto  Tt  sobre  ip  E V(T^)  se  define  por 

TV  :=  X-  (6.3.3) 

Dado  que  una  funcional  lineal  es  continua  si  y sólo  si  ella  es  acotada,  para 
E P(T’t)  es  necesario  que 

\W,T'p)\<KM,  V^eD(T).  (6.3.4) 

Ahora  bien,  si  T es  acotado,  la  desigualdad  de  Cauchy  - Schwarz  implica  que 

< \m  \\Ttp\\  < U\\  ||T||  IMI,  € n,  (6.3.5) 

30,  equivalentemente,  una  funcional  lineal  y acotada,  es  decir,  tal  que 


\(ip,T<p)\<K\\tp\\,  WipeV(T), 

para  cierta  constante  fija  K > 0 (Ver  Teorema  1.11  en  pag.  45). 


(6.3.1) 
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de  modo  que  el  adjunto  de  un  operador  acotado  está  definido  en  todo  el  espacio  de 
Hilbert,  V{T*)  = U. 

Por  el  contrario,  el  adjunto  de  un  operador  no  acotado  puede  incluso  no  estar 
densamente  definido,  como  lo  muestra  el  siguiente  ejemplo. 


Ejemplo  6.2.  - Sea  f(x)  L2(R),  una  función  de  cuadrado  sumable  en  todo 
compacto  en  R (es  decir,  f(x)  E (R))  y que  tienda  a 0 en  el  infinito,  y sea 

V(T ) = Q°(R)  (denso  en  L2(R))  el  dominio  de  un  operador  T definido  por 


/OO 

f{y)*v(y)dy, 

-oo 


(6.3.6) 


donde  (po(x)  € L2(R)  es  mi  vector  fijo  y la  integral  en  el  segundo  miembro  converge 
por  ser  <p(x)  acotada  y de  soporte  compacto.  Entonces,  si  x¡)( x ) E T>(T'),  existe 
XÍx)  € L2(R)  tal  que 

/OO 

f(y)*<p(y)  dy  = (x.  <p) , e c~(R).  (6.3. 

-oo 


Pero  eso  requiere  que  (i/j,  (f0)*  f(x)  = x(x)  a e-  en  todo  compacto  en  la  recta.  Y como 
tanto  %(x)  (e  L2(R))  como  f(x)  (por  hipótesis)  tienden  a 0 en  el  infinito,  vemos  que 
debe  ser  (i¡),  (p0)*  f(x)  = x(x)  £ L2(R),  lo  que  sólo  es  posible  si  <p0)  = 0 y 
x(x)  = 0(rr).  Por  lo  tanto,  T)(T^)  = {ift  E L2(R)  | _L  <¿>o}  (que  no  es  un  subespacio 
denso)  y = 0,  E 


Lema  6.1.  Si  S C T =>  T*  C SE 

En  efecto,  si  S C T =>  V(S)  C V(T),  yV^e  D(5),  Stp  = Ttp.  Sea  tf>  E V(T f). 
Entonces  3 x € W.  tal  que 


(^,7»  = (x,y>),  e V(T)  =► 

=>  (Í’,Sip)  = (x,y>)>  e V(S)  =>  V'  e V(&). 


(6.3.8) 


Por  lo  tanto,  Dlfifi)  C T>(S t),  y Wxp  E V(T t)  es  = S'ty.  Es  decir,  T*  C S*. 


Si  V(T^)  es  denso  en  H,  se  puede  definir  su  adjunto,  (T’t)t  = ptt 


Teorema  6.1.  Sea  T un  operador  lineal  densamente  definido  en  un  espacio  de 
Hilbert  H.  Entonces 

a)  Tt  es  cerrado; 

b)  T es  clausurable  ■<=>•  P(T^)  es  denso  en  H,  en  cuyo  caso  T = ; 

c)  si  T es  clausurable  =$■  (Tfi  = TE 
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Para  probar  el  punto  a)  introduzcamos  un  operador  E definido  sobre  el  espacio 
suma  directa  Tí  (BU  como 


E 


<t> 


ten. 


(6.3.9) 


Así  definido,  E es  un  operador  unitario4  que  satisface  V2  = —I.  En  efecto, 


2 

\*) 

V * ) 

Entonces,  el  par 

0 

X 

Pero  en  ese  caso 

de  manera  que 


<t> 

x 

-TV 

<P 


M2  + M2  = 

€ (E  [r(T)])X  si  y sólo  si 

(<j>,T<p)  + (x,<¿>)  = 0 ,V<peV(T). 

</>eV(T t)  y rV  = X, 


(6.3.13) 


<f> 

X 


<t> 

TV 


e r (Tf) 


(6.3.14) 


(6.3.15) 


(6.3.16) 


En  consecuencia  T (T^)  = (E  [r(T)])"1",  que  siempre  es  un  conjunto  cerrado.  Por 
lo  tanto,  T*  es  cerrado. 

Para  probar  el  punto  b)  señalemos  que,  debido  a la  linealidad  de  T,  T(T)  es  un 
subespacio  lineal  de  Entonces,  teniendo  en  cuenta  que  E [r(T)]X  = [Vr(T)]"L, 

tenemos  para  la  clausura  de  la  gráfica 

F (T)  = ([r(T)]x) 1 = (v2  [r(T)]J-)'L  = (v  [ET(T)]"L^"L  = (Er  (Tf))X  . (6.3.17) 


4Se  dice  que  un  operador  U definido  sobre  un  espacio  de  Hilbert  H es  unitario  si 

(U<p,Ui/>)  = eU,  (6.3.10) 

con  Rank(í7)  denso  en  Tí.  En  esas  condiciones,  U es  acotado,  U'  = U~l  y la  imagen  por  U del 
complemento  ortogonal  de  cierto  subespacio  Q C U (tV),  es  el  complemento  ortogonal  de  la 
imagen  de  Q por  U,  ( U(G))± . En  efecto,  ||í/y||  = |V||  Vy  6 V.,  y 

(Uip,  Ui¡j)  = (y?,  WUi¡j)  = (<¿>,  i/f)=>U*U  = I, 


(6.3.11) 


(<A,  Ui¡>)  = (f/V,  $)  = (f/f/V,  Urp)  =>  UW  = I . 

Además,  </>  6 (U (C?)  V si  y sólo  si 

(<j>,U^)  = oyi¡>eG^  =0,\/i/;€G  ^uUeG^  (g^  , 

de  modo  que  (U(Q))2~  = U ( Q ■*•). 


(6.3.12) 
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Por  lo  tanto,  de  acuerdo  a la  prueba  de  a),  si  Tt  está  densamente  definido  (condición 
necesaria  para  la  existencia  de  su  adjunto)  entonces  T(T)  es  la  gráfica  del  operador 
jPb,  que  es  cerrado.  En  consecuencia,  T es  clausurable  y su  clausura  T coincide  con 

Ttt. 

Por  otra  parte,  si  V (T^)  no  es  denso  no  existe  el  adjunto  de  TP  En  esas  con- 
diciones, (VT  (T't))~L  = T (T)  no  es  la  gráfica  de  un  operador  y,  en  consecuencia,  T 
no  es  clausurable.  Por  lo  tanto,  si  T es  clausurable  necesariamente  T>  (TD  debe  ser 
denso. 

Finalmente,  si  T es  clausurable,  por  a)  y b)  sabemos  que  T * es  cerrado  y densa- 
mente definido,  mientras  que  su  adjunto,  = T,  también  está  densamente  definido. 
Entonces, 

Tf  = Tt  = (Tt)tt  = = (T)t  , (6.3.18) 

lo  que  prueba  c).  □ 


Ejemplo  6.3.  Consideremos  el  conjunto  de  las  funciones  absolutamente  conti- 
nuas5 en  el  intervalo  [0, 1],  A (7(0,  1),  tales  que  su  derivada  ip'{x)  sea  de  cuadrado 
integrable  en  ese  intervalo.  Sea  Ti  definido  de  manera  que 


í V(Ti)  :=  {<p{x)  e AC( 0, 1)  I <p'(x)  E L2(0, 1)}  , 

( Tx<p{x)  :=  -iip\x), 
y T2  de  modo  que 


(6.3.19) 


f V(T2)  :=  {<p(z)  E AC( 0, 1)  | ¿(x)  E L2(0, 1),  ^(0)  = 0}  , 
( T2ip(x)  :=  - iip'(x ), 


(6.3.20) 


Evidentemente,  Ti  es  una  extensión  de  T2l  T2  C 7j. 

Dado  que  D(7~j)  D T>(T2)  D C^°( 0, 1),  que  es  denso  en  L2(0, 1),  ambos  dominios 
de  definición  son  densos. 

Además,  una  integración  por  partes  (ver  ec.  (3.7.5))  permite  mostrar  que  los 
dominios  de  los  operadores  adjuntos  D(TjP2)  D C¿°(0, 1),  por  lo  que  también  ellos  son 
densos.  En  consecuencia,  por  el  teorema  anterior,  ambos  operadores  son  clausurables. 

Ahora  determinaremos  el  operador  adjunto  de  7\.  Si  'tjj(x)  E T>{T\)  entonces 
3x(®)  € L2(0, 1)  tal  que 

(V>,Ti¥?)=/  ijj(xy(-i)p,(x)dx=  x(x)*ip(x)dx  = (x,y>)  , 

Jo  Jo 


5Ver  Nota  al  pie  en  pag.  104. 


(6.3.21) 
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para  toda  ip(x)  E 'D(Ti).  Esto  requiere  que  sea  posible  integrar  por  partes  en  la 
primera  de  esas  integrales,  por  lo  que  debemos  suponer  que  0(x)  E AC( 0, 1). 

Haciendo  uso  de  la  propiedad  (3.7.5),  podemos  escribir  que 

(— i)xfj(x)* (p(x)  + í ( — iij/(x))*(p(x)  dx  = [ x(xY<p(x)dx.  (6.3.22) 
0 Jo  Jo 

Teniendo  en  cuenta  que  una  funcional  continua  respecto  de  la  convergencia  en  media 
no  puede  depender  del  valor  que  su  argumento  tome  en  un  punto  particular  del 
intervalo  [0, 1],  y dado  que  los  valores  que  las  funciones  <p(x)  toman  en  x = 0, 1 son 
arbitrarios,  vemos  que  debemos  imponer  además  la  condición  de  contorno  0( 0)  = 
0 = 0(1). 

En  esas  condiciones,  dado  que  T>(T\)  es  denso  en  1.2(0, 1),  la  igualdad  (6.3.22) 
implica  que  x(x)  = e L2(0, 1). 

En  definitiva,  el  operador  T{  está  definido  de  modo  que 


í ®CTl)  :=  0 e AC(o,  i)  | tp'(x)  e l2(o,  i)  ,0(0)  = o = -0(1)} , 

( Ti  tl>(x)  :=  —iíl>'(x) . 


(6.3.23) 


Nótese  que,  en  este  caso,  Ti  es  una  extensión  de  T¡,  Ti  C Ti. 

Siguiendo  el  mismo  procedimiento  resulta  inmediato  mostrar  que  = T\  = Ti, 
que  entonces  es  un  operador  cerrado. 


Similarmente,  se  obtiene  que 

( V{T¡)  :=  {0(x)  € AC(  0, 1)  | f(x)  E L2(0, 1),  0(1)  = 0}  , 

l T¡  0(x)  :=  -*0'(x), 


(6.3.24) 


y que  T«  = T2  = T2  , que  también  es  cerrado.  Además,  se  ve  que  T¡  c Tj. 


En  general,  la  elección  de  un  dominio  de  definición  para  un  operador  diferencial 
tiene  una  influencia  determinante  sobre  su  espectro,  como  lo  muestra  el  siguiente 
ejemplo. 

Ejemplo  6.4.  Consideremos  la  ecuación 

—iip\x)  = \ip(x),  con  ip(x)  E A(7(0, 1) . (6.3.25) 

Esa  igualdad  implica  que 

E AC{ 0, 1)  =►  <pW(x)  e AC( 0, 1)  =>  . . . 

(6.3.26) 

• • • =>  <p{x)  E C°°(0, 1) . 
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En  esas  condiciones,  la  ecuación  de  autovalores  para  los  operadores  Ti,2  del  ejem- 
plo 6.3  se  reduce  a una  ecuación  diferencial  ordinaria,  cuya  solución  es 

p{x)  = eiXxp(0)  6 AC(0, 1)  C L2(0, 1).  (6.3.27) 

Pero  mientras  que  todo  número  complejo  A € C es  un  autovalor  de  Ti,  la  condición 
de  contorno  para  T2,  y?(0)  = 0 =>•  ip{x)  = 0. 

Entonces,  <rp(Ti ) = C,  mientras  que  T2  no  tiene  autovectores  y su  espectro 
puntual  es  vacío,  <rp(T2)  = 0. 


Teorema  6.2.  Sea  T un  operador  lineal  densamente  definido  en  un  espacio  de 
Hilbert  Tí.  Entonces, 

■ si  X E oy(T)  =>  A*  € crp(T *), 

■ si  A € <JP(T ) =>  A*  e crr(lfi)  o bien  X*  e <rp(T 1). 

En  efecto,  si  A € crr(T),  entonces  Rank(T  — XI)  no  es  denso  en  H,  de  modo  que 
3 ip  0 | (ip,  ( T — A I)p)  = 0,  V 9?  € V(T)6.  Pero  eso  significa  que  (ip,  Tp)  = A (ip,  p) 
es  una  funcional  lineal  y continua  de  y?  =>•  ip  6 P(T^). 

En  esas  condiciones,  podemos  escribir  que  ((T*  — A *I)ip,p)  = 0,  V p € T)(T) 
denso  en  H,  de  modo  que  T'ip  = A*^>. 

Por  otra  parte,  si  Tp  = Ay?,  con  p ^ 0,  entonces,  Vip  € T>(T^)  tenemos  que 
(^,  (T  — XI)p)  = ((Ti  — A*/)^>,  y?)  = 0 =>■  Rank(Tl  — A*/)  no  es  denso  en  H =$> 
A*£p(Tt)Uac(Tt). 

En  esas  condiciones,  A*  e oy(Tt),  a menos  que  exista  en  V (TT)  un  vector  tp  / 
0 ¡ (Ti  — A *I)tp  = 0,  en  cuyo  caso  A*  € crp(T 1).  □ 

Ejemplo  6.5.  Consideremos  nuevamente  el  operador  T\  del  ejemplo  6.3.  Hemos 
visto  en  el  ejemplo  6.4  que  el  espectro  puntual  de  T\  es  todo  el  plano  complejo, 
<tp(Ti)  = C.  Entonces  el  espectro  de  T¡  es  también  todo  el  plano  complejo,  <r(T/)  = 
C. 

Por  otra  parte,  resulta  inmediato  mostrar  que  las  condiciones  de  contorno  que 
pesan  sobre  las  funciones  en  D(T/),  ec.  (6.3.23),  hacen  que  este  operador  no  tenga 
autovectores,  de  modo  que  erp(T/ ) = 0.  En  consecuencia,  el  espectro  residual  de  T\ 
es  todo  el  plano  complejo,  ar(T¡)  = C. 


6Para  ver  que  esto  es  así,  llamemos  F = Rank(T  — XI).  Sabemos  que  todo  vector  rp  € H puede 
escribirse  como  xp  = u + v,  con  u € F y v € F^~ . En  esas  condiciones,  si  {tp  1 F =>  xp  = v = 0}, 
entonces  = {0}  y F es  denso  en  77.  En  consecuencia,  si  F no  es  denso  enH  =>  3xp  yí  0 \ xp  J_  F. 
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6.4.  Operadores  simétricos 

Un  operador  lineal  T densamente  definido  sobre  un  espacio  de  Hilbert  Tí  se  dice 
simétrico  si* 7  T C TE  Es  decir,  si 

r V{T)  c X>(7d), 

< (6.4.2) 

, MpeV(T),  TV  = Tip. 

En  particular,  en  este  caso  el  operador  adjunto  T^  también  está  densamente  definido. 

Toda  extensión  simétrica  5 de  T está  contenida  en  TE  En  efecto,  si  T C S C 
S*  =>  S c c TE  Por  lo  tanto,  T c 5 c S*  c TE 

Un  operador  se  dice  autoadjunto8  si  = T,  es  decir,  si  T es  simétrico  y 

V(T*)  = V(T). 

Un  operador  simétrico  (densamente  definido)  es  siempre  clausurable.  En  efecto, 
T C T\  que  es  cerrado  (ver  Teorema  6.1).  Por  lo  tanto,  T tiene  una  extensión 
cerrada. 


Por  otra  parte,  T C T*  =>  T>(T)  C V(T^),  que  entonces  es  denso  en  'H.  Por  el 
Teorema  6.1,  T es  clausurable  y su  clausura  es  T = T^E  En  consecuencia, 


T c T = Tn  c TE 

(6.4.3) 

Si  T es  simétrico  y cerrado,  tenemos  que 

T = T = Ttt  c T* 

(6.4.4) 

Y si  T es  autoadjunto,  entonces 

II 

H| 

II 

— i- 
— P 

II 

— H 

(6.4.5) 

y,  en  consecuencia,  T es  necesariamente  cerrado. 


Lema  6.2.  T simétrico  y cerrado  es  autoadjunto  si  y sólo  si  su  adjunto  T 1 es 
simétrico. 

En  efecto,  si  T es  autoadjunto  =>■  T = = T*  =>■  Tt  es  simétrico:  T*  C T^E 

Por  otra  parte,  si  T 1 es  simétrico,  T*  C T^  = T C T =»  T es  autoadjunto:  T = TE 

Equivalentemente,  T es  simétrico  si  Vpi,^2  € D(T)  es 

(ípi,Ttp2)  = (T<pi,(p2)  . (6.4.1) 

8Los  observables  de  la  Mecánica  Cuántica  están  representados  por  operadores  autoadjuntos 
en  un  espacio  de  Hilbert. 
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Teorema  6.3.  Si  T es  un  operador  autoadjunto,  entonces 

a)  el  espectro  residual  de  T es  vacío,  ar(T)  = 0, 

b)  el  espectro  de  T es  un  subconjunto  de  los  reales,  er(T)  C M, 

c)  autovectores  correspondientes  a autovalores  distintos  son  ortogonales  entre 
sí. 

Para  ver  que  esto  es  así,  primero  consideremos  la  aplicación 

[T  — (A  + ip)l]  : V(T)  — * Rank  [T  - (A  + ip)  I]  c U , (6.4.6) 

donde  A,  /i  € IR.  Tenemos  que 

II  [T  - (A  + * p)  I]  </>||2  = ||  (T  - A I)  *>||2  + ¿r2|M|2  > /i2|M|2  (6.4.7) 

6 T>(T).  En  consecuencia,  (A  + i p)  ^ <?p(T)  si  p ^ 0. 

Además,  para  p ^ 0,  [T  — (A  + i p)  I]  es  una  biyección  de  T)(T)  en 

Rank[T  — (A  + i p)  I]  con  inversa  acotada.  En  efecto,  si  (fi  y tienen  la  misma 
imagen,  entonces 

0 = II  [T  ~ (A  + ip)  I]  (<¿>i  - <?2)  ||  > | P | \\<pi  - H | , (6.4.8) 

lo  que  implica  que  (pi  = <p2.  Por  otra  parte,  de  (6.4.7)  también  resulta  que 

— < — (6  4 9) 

||[T-(A  + z/r)lM|  ~\p\'  • > 

desigualdad  que  muestra  que  la  inversa  de  [T  — (A  + i p)  I]  es  acotada  en 
Rank[T  — (\  + ip)  I]. 

En  esas  condiciones,  si  Rank[T  — (A  + i p)  I]  no  es  denso  en  Tí.  entonces  (A  + 
i p)  € <Jr{T)  =>  (A  — i p)  e crp(T 1 = T),  lo  que  hemos  visto  que  no  es  posible  si 

PÍ  o. 

Por  lo  tanto,  Rank[T  — (A  + i p)  I]  es  denso  en  H y (A  + i p)  E pr(T ) para  todo 
p ^ 0,  lo  que  prueba  que  a(T ) C R. 

Finalmente,  si  un  real  A € oy(T ) =>  A*  = A € crp(7^  = T),  lo  que  no  es  posible 
porque  (por  definición)  se  trata  de  conjuntos  disjuntos.  Por  lo  tanto,  crr(T)  = 0.  □ 

6.5.  Extensiones  autoadjuntas  de  operadores  simétricos 

Un  operador  simétrico  T se  dice  esencialmente  autoadjunto  si  su  clausura  T 
es  un  operador  autoadjunto. 


6.5.  EXTENSIONES  AUTOADJUNTAS  DE  OPERADORES  SIMETRICOS 
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Lema  6.3.  Si  T es  esencialmente  autoadjunto,  entonces  T tiene  una  única  ex- 
tensión autoadjunta9 . 

En  efecto,  supongamos  que  S es  una  extensión  autoadjunta  de  T.  Entonces, 
s = & es  cerrado.  Y como  T C S =>  T = C S.  En  consecuencia,  para  los 
adjuntos  de  esos  dos  operadores  tenemos  que  ¿T  = S C T*  = T.  Por  lo  tanto,  S = T 

Lema  6.4.  Si  T es  clausurable,  entonces  T es  esencialmente  autoadjunto  si  y 
sólo  si  Tf  es  autoadjunto. 

En  efecto,  por  el  Teorema  6.1,  si  T es  clausurable  =>  T1  = TE  Ahora  bien,  si  T 
es  esencialmente  autoadjunto  =>  T*  = = T = T^,  es  decir,  T*  es  autoadjunto. 

Inversamente,  si  T t es  autoadjunto,  entonces  T*  = T^  = T =>  T es  autoadjunto. 
Por  lo  tanto,  T es  esencialmente  autoadjunto. 

Lema  6.5.  SiT  es  autoadjunto,  T ’t  = T,  entonces  T es  cerrado.  Además,  A = ±i 
no  es  un  autovalor  de  TE 

En  efecto,  sea  <p±  6 P(T^)  = T>(T)  tal  que  T^(p±  = ±i<p±  = Tp±.  Entonces, 

(tV±,<¿>±)  = Ti\\p±\\2  = (t±,?V±)  = ±*IIt±II2  =>  IIt±II  = (6.5.1) 

Inversamente,  si  T es  simétrico  y cerrado,  y las  ecuaciones  = ±iip±  no 

tienen  soluciones  no  triviales,  entonces  T es  autoadjunto  como  consecuencia  del 
siguiente  teorema. 

Teorema  6.4.  Sea  T un  operador  simétrico  densamente  definido  en  un  espacio 
de  Hilbert  j-L.  Entonces  las  siguientes  condiciones  son  equivalentes: 

a)  T es  autoadjunto, 

b)  T es  cerrado  y Ker(TT  ^ i I)  = {0}, 

c)  Rank{T  ± i I)  = Ti. 

Por  una  parte,  es  evidente  que  a)  =>  b). 

Para  ver  que  b)  =>  c)  supongamos  que  Rank  (T ±¿  I)  no  sea  denso  en  H.  Entonces, 
existen  vectores  no  nulos  ip±  £ T-L  tales  que 

(V’i,  (T  ± i I)</?)  = 0 , V y?  € V(T)  denso  en  R, . (6.5.2) 

Esos  productos  escalares  definen  funcionales  lineales  y continuas  (idénticamente  nu- 
las) de  ip,  de  modo  que  iJj±  € P(T^),  y podemos  escribir 

((T*  =Fzl)  V'íiT)  = 0,  e V(T)  =>  TtV;±  = ±*V'±-  (6.5.3) 

9En  general  se  debe  tratar  con  operadores  T simétricos  no  cerrados.  Si  se  puede  establecer  que 
T es  esencialmente  autoadjunto,  entonces  T está  unívocamente  asociado  a un  operador  autoadjunto 

T = T^t 
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En  consecuencia,  Ker  (T^  =F  i I)  ^ {0}. 

Por  lo  tanto, 

Ker  (T^  i I)  = {0}  =>•  Rank  ( T ± i I)  denso  en  Tí  . (6.5.4) 

Si,  además,  T es  cerrado  se  puede  demostrar  que  el  rango  de  T es  también 
cerrado,  de  modo  que  Rank(T  ± íl)  = Té10.  Por  lo  tanto,  b)  =4»  c). 

Por  otra  parte,  si  Ker  (T*  i I)  ^ {0}  es  porque  existen  vectores  no  nulos  ip±  E 
V(T t)  tales  que  = ±i  iJj±.  Entonces, 

((Tf  ^il)  = (ip±,  (T  ±il)(p)=0,  Wtpe  V(T),  (6.5.5) 

de  modo  que  Ker  ( T 1 =p  1 1)  es  ortogonal  a Rank  ( T ± i I),  que  entonces  no  es  denso 
en  Tí. 

Por  lo  tanto, 

Rank(T  ± ¿I)  denso  en  Tí  =>  Ker  (T*  qp  zl)  = {0}  . (6.5.6) 

Finalmente,  supongamos  que  Rank(T ±íl)  = Tí.  Entonces,  Wijj  E V(T^)  existen 
vectores  (p±  E T)(T)  tales  que 

(T*  ± i i)  ip  = (T  ± i I)  (p±  =>•  (T*  ± i i)  (i¡>  — (p±)  = 0 , (6.5.7) 

dado  que  T es  simétrico.  Pero,  en  esas  condiciones,  la  implicación  (6.5.6)  requiere 
que  ip  = de  modo  que  D(T^)  C T)(T). 

En  consecuencia,  Tfi  = T,  y c)  =>■  a).  □ 

De  este  Teorema  se  deduce  de  inmediato  el  siguiente 

Corolario  6.4.1.  SeaT  un  operador  simétrico  densamente  definido  en  un  espacio 
de  Hilbert  Tí.  Entonces  las  siguientes  condiciones  son  equivalentes: 

a)  T es  esencialmente  autoadjunto, 

b)  KerfiT^  =f  i I)  = {0}, 

c)  Rank(T  ± ¿I)  es  denso  en  Tí. 

Este  resultado  establece  el  criterio  básico  para  determinar  cuándo  un  operador 
simétrico  tiene  una  única  extensión  autoadjunta. 

Ejemplo  6.6.  Para  describir  el  impulso  en  la  Mecánica  Cuántica  se  introduce 
el  operador  diferencial  en  la  recta  Pp(x)  = —iip'(x)  (con  h = 1),  que  es  simétrico 
sobre  el  dominio  'D(P)  = S (espacio  de  Schwartz  - Ver  Capítulo  5.4) 

10 Ver  M.  Reed  y B.  Simón,  Meihods  of  Modem  Mathematical  Physics,  Vol.  I,  Theorem  VIII. 3, 
pag.  256. 
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Si  i¡j{x)  E I entonces  3x(x)  € L2(M)  tal  que 

(ip,P(p)  = (iJ),-iip')=  f ip(x)*(-iip\x))dx  = (x,(P),  (6.5.8) 

J Sop(<p) 

V ip  E D(P).  Esto  requiere  que  i¡>(x)  E AC'(M)  D L2(R),  con  una  derivada  primera 
'ip'(x)  E L2(M),  en  cuyo  caso  tenemos  x{x)  = —iip'(x). 

En  consecuencia, 


i D(Pt)  = {^(x)  e j4C(R)  n L2(R)  | x¡/(x)  e L2(M)} , 

( Pty(x)  = —ix^'(x). 


(6.5.9) 


Como  D(Pt)  D S,  T)(Pt)  es  denso  en  L2(M)  y puede  definirse  Pd  = p Un 
razonamiento  similar  al  anterior  muestra  que  X>(Pd)  = D(pt),  con  Pd^¿»(x)  = 
— í^'(x).  Es  decir,  Pd  = P = PE 


En  consecuencia, 

a)  Como  P es  autoadjunto  =>  P es  esencialmente  autoadjunto. 

b)  Consideremos  la  ecuación  de  autovalores 


pVíO^)  = ±*^±0*0  = — *V,±0K)- 


(6.5.10) 


Como  i¡J±{x)  E vlC'(M),  resulta  que  ip±(x)  E C°°(M)  y entonces  debemos  resolver  la 
ecuación  diferencial  ordinaria 


^±(x)  = =F^±(x)  =>•  ip±(x)  = eTX  ^ L2(R).  (6.5.11) 

Por  lo  tanto,  Ker  (P*  q=  * i)  = {0}. 

c)  Finalmente,  mostraremos  que  Rank(P  ± il ) es  denso  en  L2(R).  Para  ello,  con- 
sideremos por  ejemplo  el  operador  (P  + il ) y mostremos  que  su  rango  contiene  al 
subespacio  denso  Q°(IR). 

Supongamos  que  (P  + il)p>(x)  = 'ip(x)  E C£°(R),  función  cuyo  soporte  está  con- 
tenido en  el  intervalo  cerrado  [a,  6] . Entonces, 


(e  Xip(x)y  = i e Xip(x) 

=>  ip(x)  = ex  jy?(0)  -H  J e yifj(y)  dy  J . 

(6.5.12) 

La  condición  de  que  <p(x) 

— >z_>oo  0 requiere  que  <^(0)  = ~i  f0  e yip(y)  dy,  de  modo 

que 

rb 

<p(x)  = — iex  / e~yi})(y)  dy 

J T. 

(6.5.13) 

se  anula  para  x > b.  Por  su  parte,  para  x < a, 

ip{x)  = -iex  / e yV(y)  dy , 

J a 

(6.5.14) 

168 


6.  OPERADORES  NO  ACOTADOS 


de  modo  que  se  anula  exponencialmente  para  x — > — oo.  Además,  resulta  evidente 
que  ip(x ) E C°°  (R).  En  consecuencia,  <p(x)  E S para  toda  il>(x)  E C(j°(R),  de  modo 
que  Rank(P  + il)  es  denso  en  L2(R). 

Ejemplo  6.7.  Este  ejemplo  muestra  que  un  operador  simétrico  puede  admitir 
muchas  extensiones  autoadjuntas11. 

Sea  T definido  sobre  T>{T)  = C(j°(0, 1)  como  T<p(x)  = —i  (f'{x).  Este  operador  es 


claramente  simétrico  pues,  integrando  por  partes,  tenemos 

(T<pi,  (fli)  = (<Pu  T<f2) , V <pi,  ip2  e Co°°(0, 1).  (6.5.15) 

Si  rp(x)  E U(T^)  C L2(0, 1),  entonces  3%  € L2(0, 1)  tal  que 

= (V>,  ~i  <(f)  = (x,<p),  co°(°,  !)•  (6.5.16) 

Esto  requiere12  que  'ip(x)  E AC{ 0, 1),  para  que  sea  posible  integrar  por  partes,  de 
donde  resulta  que  x(x)  = —ii¡)'(x)  € L2(0, 1).  Por  lo  tanto, 

T>(T*)  = Mx)  E AC( 0, 1)  c L2(0, 1)  | tf(x)  E L2(0, 1)}  , (6.5.17) 

y el  operador  adjunto  actúa  según 

T*ip(x)  = x).  (6.5.18) 

Ahora  bien,  las  ecuaciones  de  autovalores 

T^i¡j±(x)  = —iip'^x)  = ±í^-t(a:)  E AC( 0, 1)  (6.5.19) 

se  reducen  a ecuaciones  diferenciales  ordinarias  que  tienen  soluciones  no  triviales, 

i¡>±{x)  = eTI  € C°°(0, 1)  c AC{ 0, 1).  (6.5.20) 

En  consecuencia,  T no  es  esencialmente  autoadjunto. 


Como  AC(0, 1)  D C£°(0, 1),  V(T^)  es  un  conjunto  denso  en  L2(0, 1)  y puede 
definirse  (T^)C 

Si  <j)(x)  E 7)(T ft),  entonces  3%  € L2(0, 1)  tal  que 

(0,  TV)  = (</>,  ~i  V0  = (X,  VO  ■ (6.5.21) 

11Como  veremos  más  adelante,  también  puede  no  admitir  ninguna  extensión  autoadjunta. 

12La  condición  (6.5.16)  también  puede  interpretarse  como  estableciendo  que  la  derivada  de  rp 
como  distribución  es  localmente  sumable  (ver  Capítulo  7),  de  donde  resulta  que  ip(x)  es  absoluta- 
mente continua. 
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Para  que  ese  producto  escalar  sea  una  funcional  lineal  y continua  de  0 E AC(0, 1), 
debe  ser  posible  integrar  por  partes,  lo  que  requiere  que  0(x)  tenga  una  derivada  en 
L2(0, 1).  En  consecuencia,  (¡){x)  E AC(0, 1)  con  <j>'(x)  E L2(0, 1),  y 

f (j){x)*{—i^\x))dx  = —i(j)(x)*'^{x)  + f (—i(j)'(x)yift(x)dx.  (6.5.22) 

Jo  0 Jo 


Pero  una  funcional  continua  respecto  de  la  distancia  en  L2(0, 1)  no  puede  depender 
del  valor  de  su  argumento  ip(x)  en  los  puntos  particulares  x = 0, 1 (región  de  medida 
nula  donde  un  dado  vector  de  L2(0, 1)  puede  tomar  valores  arbitrarios).  Por  lo 
tanto,  las  funciones  en  V(T^)  deben  satisfacer  además  las  condiciones  de  contorno 
¿(0)  = 0 = 0(1). 

En  definitiva,  = T,  la  mínima  extensión  cerrada  de  T,  está  definido  en  un 
dominio  denso  por 


í P(Ttt)  = (0(*)  e AC(0, 1)  | <¡>\x)  E L2(0, 1),0(O)  = 0 = 0(1)}  , 
( T^<f>(x)  = -i<ft{x). 


(6.5.23) 


Nótese  que  T eT  C T\  con  T (T*  no  es  autoadjunto).  Dado  que  T*  = T*  D T, 
la  clausura  es  una  extensión  simétrica  (no  autoadjunta)  cerrada  de  T. 


Veamos  ahora  que  T admite  extensiones  autoadjuntas.  En  efecto,  para  cada 
agCde  módulo  1,  consideremos  el  operador  definido  por 


í V(Ta)  = {(p{x)  E AC(Q,  1)  I E L2(0,  l),v?(l)  =ay>(0)}, 
[ Taip(x)  = 


(6.5.24) 


Siguiendo  el  mismo  razonamiento  que  antes,  si  xp(x)  E V(T£),  entonces  ip(x)  debe 
ser  absolutamente  continua  de  modo  que  el  producto  escalar 


(0 


í1  1 

Taip)  = — * / xp(x)*(p'(x)  dx  = —i^(x)*ip(x)  + (— ¿0',  íp)  (6.5.25) 

Jo  o 

sea  una  funcional  lineal  y continua  de  <p(x)  E V(Ta).  Pero  esto  requiere  además  que, 

V <p(x)  E V(Ta),  sea 


0(1)  V(l)  - 0(O)V(O)  = (0(1)*  - «*0(0)*)  a p(0)  = 0 . (6.5.26) 

Como  el  valor  de  </?(0)  es  arbitrario,  debe  ser  0(1)  — a 0(0)  = 0.  Es  decir,  2}(7¿)  = 
V{Ta)  y T^¡){x)  = -iijJ(x). 

En  conclusión,  = Ta  para  cada  complejo  o;  de  módulo  1.  En  esas  condiciones, 
existe  toda  una  familia  (dependiente  de  un  parámetro)  de  extensiones  autoadjuntas 
de  T (todas  ellas,  naturalmente,  contenidas  en  70) 
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Finalmente,  señalemos  que: 

1)  Va  = e17,  con  7 E [0,  27t),  tenemos  T C Ta  = T*  C TE 

2)  El  operador  T no  tiene  autovectores, 

—iip'(x)  = \<p(x),  con  ip(x)  E Co°(0, 1)  =>  <p(x)  = 0,  (6.5.27) 

de  modo  que  crp(T)  = 0. 

3)  El  operador  T tampoco  tiene  autovectores, 

— iip'(x)  = \<p(x),  con  p(x)  E AC(0, 1),  (¿>(0)  = 0 =>  < p{x)  = 0,  (6.5.28) 

de  modo  que  crp(T)  = 0. 

4)  Todo  número  complejo  es  autovalor  de  Tt  con  degeneración  1, 

— i<p'(x)  = X(p(x)  =>  p(x)  = etXX(p(0)  € AC(Q,  1),  VA  e C.  (6.5.29) 

Por  lo  tanto,  cp(T')  = C.  Y como  el  espectro  puntual  de  un  operador  está  contenido 
en  la  unión  de  los  espectros  puntual  y residual  de  su  adjunto,  concluimos  en  este 
caso  que  cr(T^)  = <xr(T ) = C. 

5)  Ta  tiene  un  conjunto  (numerable)  ortogonal  y completo  de  autofunciones  cuyos 
autovalores  (reales  y no  degenerados)  dependen  del  parámetro  a, 

—itp'(x)  = \ip(x),  con  ip(x)  E 71(7(0, 1),  y </>(l)  = ay>(0)  => 

(6.5.30) 

=>■  <pn(x)  — elXriXip( 0),  donde  An  = 2im  — i loga  = 2'ku  + 7 , 
con  n E Z y (<pn,  pm)  = <5n,m. 

En  este  caso,  ap(Ta ) = {A„  ,n  e Z}  C 1,  (rr{Ta ) = 0 y p(Ta ) = C \ap(Ta). 

6.6.  Teoría  de  von  Neumann 

En  esta  Sección  describiremos  la  Teoría  de  von  Neumann13  sobre  las  extensiones 
autoadjuntas  de  operadores  simétricos. 

Teorema  6.5.  Sea  T un  operador  simétrico  cerrado,  densamente  definido  en  un 
espacio  de  Hilbert  Tí.  Entonces: 

1-  a)  dim  Ker(T * — A I)  es  constante  en  el  semiplano  abierto  superior  del  plano 
complejo  A, 

b)  dim  Ker(T 1 — A I)  es  constante  en  el  semiplano  abierto  inferior  del  plano 
complejo  \, 


13John  von  Neumann  (1903  - 1957). 
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2-  el  espectro  de  T es  uno  de  los  posibles  subconjuntos  del  plano  complejo  A que 

se  enumeran  a continuación: 

a)  el  semiplano  superior  cerrado, 

b)  el  semiplano  inferior  cerrado, 

c)  todo  el  plano  complejo, 

d)  un  subconjunto  del  eje  real, 

3-  T es  autoadjunto  -4=>  su  espectro  es  un  subconjunto  del  eje  real, 

4-  T es  autoadjunto  <=>  dimKerijT ' — AI)  = 0,  VA  ^ M. 

Para  la  demostración,  ver  M.  Reed  y B.  Simón,  Methods  o f Modera  Mathematical 
Physics,  Vol.  II,  Theorem  X.l,  pag.  136. 

Corolario  6.5.1.  Si  un  operador  simétrico  cerrado  T tiene  al  menos  un  número 
real  en  su  conjunto  resolvente  =>  T es  autoadjunto. 

En  efecto,  si  p(T)  contiene  un  número  real,  entonces  el  espectro  de  T , ct(T)  = 
C\p(T),  sólo  puede  ser  un  subconjunto  del  eje  real,  de  modo  que,  por  el  teorema 
anterior,  T es  autoadjunto. 

Se  definen  los  subespacios  de  deficiencia  de  un  operador  simétrico  como 

/C±  :=  Ker  (T*  =F*l)  C V(T¡),  (6.6.1) 

siendo  los  índices  de  deficiencia  sus  respectivas  dimensiones, 

n±(T)  :=  dim/Cj-  = dimKer  ( T * ¿I)  . (6.6.2) 

Notar  que  si  n±  ^ 0 entonces  Rank(T  ± i I)  no  es  denso  en  Tí,  de  modo  que  6 

°r(T). 

De  acuerdo  al  Corolario  6.4.1,  si  T es  simétrico  y densamente  definido,  T es 
esencialmente  autoadjunto  si  y sólo  si  n±(T)  = 0. 

Ejemplo  6.8.  Los  índices  de  deficiencia  pueden  tomar  cualquier  valor  natural, 
e incluso  ser  oo,  como  lo  muestra  este  ejemplo.  Supongamos  que  los  operadores  Tn, 
n = 1,2, .. . son  simétricos  sobre  los  dominios  T){Tn)  C T-Ln-  Sea  T>(T)  el  conjunto 
de  vectores  de  T~L  :=  ® ^"=1  7~tn  de  la  forma  <f>  = (<¿q,  (/?2,  • • • , <-Pn-,  • • • ),  donde  sólo  un 
número  finito  de  vectores  <pn  E T){Tn)  son  no  nulos. 

En  esas  condiciones,  el  operador  T :=  Tn  es  simétrico  en  D(T),  y sus 

índices  de  deficiencia  son 

OO 

n±(T)  = 5>±(T„). 

71=1 


(6.6.3) 
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Teorema  6.6.  Sea  T un  operador  simétrico  y cerrado  con  índices  de  deficiencia 
n±(T).  Las  extensiones  simétricas  y cerradas  de  T están  en  correspondencia  uno  a 
uno  con  el  conjunto  de  isometrías  parciales  (en  el  sentido  del  producto  escalar  usual) 
de  /C+  — > ¿C_. 

Si  U es  una  tal  isometría  con  dominio  D(U)  c /C+  (de  dimensión  dimT){U) 
< n+(T) ),  entonces  la  correspondiente  extensión  cerrada  y simétrica  de  T,  Tu,  tiene 
por  dominio 

V(TU)  = {x  = f + <P+ + Ui,+  I e V(T),  € V(U)}  c V(U).  (6.6.4) 

Siendo  Tu  la  restricción  de  T * a ese  dominio,  su  acción  está  dada  por 

Tux  = T^x  = T(p  + ii¡)+-  iUij)+.  (6.6.5) 

Si  n±(T)  < oo  =>  los  índices  de  deficiencia  de  Tu  están  dados  por 

n±(Tu)  = n±(T)  — dimP(C/).  (6.6.6) 


Para  la  demostración,  ver  M.  Reed  y B.  Simón,  Methods  of  Modem  Mathematical 
Physics,  Vol.  II,  Theorem  X.2,  pag.  140. 

Corolario  6.6.1.  Sea  T un  operador  simétrico  cerrado  con  índices  de  deficiencia 
n+(T)  yn_{T).  Entonces 

a)  T es  autoadjunto  <=>  n+(T)  = 0 = n_(T), 

b)  T admite  extensiones  autoadjuntas  <=>  n+(T)  = n_{T)  > 0.  En  ese  caso, 
existe  una  correspondencia  uno  a uno  entre  las  extensiones  autoadjuntas  de 
T y las  aplicaciones  unitarias  U : IC+  — > /C_. 

c)  Si  n+(T)  = 0 ^ n_(T ) ó n+(T)  0 = n_(T),  el  operador  T no  admite 

extensiones  simétricas  no  triviales.  Esos  operadores  ya  son  máximamente 
simétricos. 

Ejemplo  6.9.  Consideremos  el  Ejemplo  6.7  en  el  marco  de  la  Teoría  de  von 
Neumann.  De  la  ec.  (6.5.20)  resulta  que  n±  = 1 y que  los  subespacios  de  deficiencia 
están  generados  por  los  vectores  mritarios 

Mx)  = e~X  ’ = ' (6'6'7^ 

Por  lo  tanto,  las  isometrías  de  JC+  en  /C_  están  caracterizadas  por  una  fase,  U i/;+(x)  = 
él'yijj-(x),  y los  dominios  de  definición  de  las  extensiones  autoadjuntas  de  T corres- 
ponden a 


V (T(7))  = {4>  = v + A + é^_)  \<peT>(r)} 


(6.6.8) 
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Como  </?(0)  = 0 = <¿>(1)  (ver  ec.  (6.5.23)),  tenemos  que 

0(1)  = A 


0(0)  = A 
y para  A ^ 0, 


ey¡2  _l_  rn 
y/e2  ~ 1 s/e2  ~ 


t}- 


y/2  ^ ey/2 

h e7 


y/^T  y/^lj  ’ 

(6.6.9) 


¿(1)  = A/  ] ^(0)  = , 


(6.6.10) 


e + e17 

donde  a es  un  complejo  de  módulo  1,  en  coincidencia  con  el  resultado  del  Ejercicio 
6.7:  T (7)  = Ta. 


Ejemplo  6.10.  El  siguiente  ejemplo  muestra  que  el  impulso  radial  no  corresponde 
a un  observable  de  la  Mecánica  Cuántica. 

Consideremos  el  operador  Pr  :=  —i  simétrico  sobre  el  dominio  V(Pr)  = 
C£°(]R+)  denso  en  L2(R+). 

Si  0 € V(Pr)  =>  3%  € L2(M+)  tal  que 

(&,Pr<p)  = (0,-i^O  = (X,¥>),  V<peC™(R+).  (6.6.11) 

Entonces  V(Pj)  = (0(r)  € AC(K+)  fl  L2(R+)  | 0'(r)  e L2(M+)},  y Pt0(r)  = 
— i0'(r). 

Buscamos  ahora  soluciones  de 

P/^^r)  = —iij)'±(r)  = ±í0±(r),  con  0±(r)  € T>(Pj).  (6.6.12) 

Esa  ecuación  diferencial  tiene  soluciones  0±(r)  = e=Fr0±(O)  € C°°(M+).  Pero  de  ellas, 
sólo  0+(r)  € L2(R+).  En  consecuencia,  n+(Pr)  = 1 ^ n_(Pr ) = 0 =>■  Pr  no  admite 
extensiones  autoadjuntas.  Por  lo  tanto,  Pr  no  corresponde  a un  observable. 

En  un  espacio  de  dimensión  D debe  considerarse  el  operador 

Pr  :=  —i  [dr  + (D  — l)/2r]  = r ~ (—idr)  r^~  , (6.6.13) 

simétrico  respecto  de  la  medida  de  integración  rD~ldr , para  el  cual  se  obtienen 
similares  resultados. 

En  efecto,  si  0±(r)  = r eAr  tenemos  [dr  + (D  — l)/2r]  0±(r)  = q:0±(r), 
pero  sólo  0+(r)  € L2(K+;  rD~l  dr). 

Ejemplo  6.11.  En  este  ejemplo  consideramos  un  caso  particular  de  operador  de 
Sturm  - Liouville  con  coeficientes  regulares  que  muestra  que  estos  operadores  admi- 
ten extensiones  autoadjuntas  que  están  determinadas  por  condiciones  de  contorno 
locales  en  los  extremos  del  intervalo. 

Sea  el  operador  diferencial  L :=  — ^ definido  sobre  el  dominio  denso  P(L)  = 
C£°(M+),  en  el  cual  es  simétrico. 
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Su  adjunto  está  definido  sobre  el  dominio  denso 

V(Ü)  = {^(x)  e L2(M+)  I if/(x)  <E  AC{R+),i//\x)  e L2(M+)}  , (6.6.14) 

sobre  el  cual  actúa  según 

L*ip(x)  = —ip"{x).  (6.6.15) 

Similarmente,  el  operador  clausura  L = Id'  está  definido  sobre  el  dominio 
V(L^)  = {<f>{x)  e L2(M+)  | <t>'{x)  e AC(M+), 

(6.6.16) 

<f>"(x)  e L2(R+),  m = 0 = <¿>'(0)}  c V(Ü) , 
funciones  sobre  las  cuales  también  actúa  como  el  operador  diferencial 

Lttyfc)  = -<¡>"{x).  (6.6.17) 


La  ecuación  de  autovalores 

l)i¡)±(x)  = — ip'^x)  = ±iip±(x)  € CJ(R+)  n L2(R+)  (6.6.18) 

implica  que  if)±{x)  € C°°(M+),  reduciéndose  a una  ecuación  diferencial  ordinaria 
cuyas  soluciones  en  L2(M+)  son 

= e ' v^2  / 7¡>±(0j  =>  n+(L ) = 1 = n_(L),  (6.6.19) 


y los  subespacios  de  deficiencia  son  unidimensionales. 

En  consecuencia,  existe  una  familia  de  extensiones  autoadj  untas  de  L dependien- 
te de  un  parámetro  continuo,  correspondientes  a las  isometrías  Uxp+(x)  = e!7'0_(:r), 
con  7 € [0, 27t),  donde  ||V>+||  = IIV’-II- 

Cada  extensión  autoadj  unta  L7  es  la  restricción  de  D al  domino 


V(L 7)  = 

= {x0«0  = Hx)  + A iMx)  + ei7tMz)]  I <¡>(x)  e X>(Ltf),  AeC}, 


(6.6.20) 


actuando  sobre  esas  funciones  según 

L^x{x)  = Lfx(x)  = ~ 4>'\x ) + iA  [Mx)  ~ ellip_(x)]  . 


(6.6.21) 
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Ese  dominio  también  puede  ser  caracterizado  mediante  condiciones  de  contorno 
locales  en  x = 0.  En  efecto,  para  x — >■  0+  tenemos 


X(0)  = 0 + A [1  + e*7]  = 2 A e*7/2  eos  (7/2) , 

X'(0)  = 0 + ¡yl[-(^)+e<'»(^)'  = 

A 


V2 


el7^2{2cos  (7/2)  + 2 sin  (7/2)}, 


(6.6.22) 


de  donde,  para  A ^ 0,  resulta  la  relación 

\¡2  eos  (7/2)  x'(°)  = - (cos  (7/2)  + sin  (7/2))  X(0) 

(6.6.23) 

=>  «(7)  X(0)  + ^(7)  X'(O)  = 0 . 

Esta  igualdad  también  se  satisface  para  A = 0,  puesto  que  en  ese  caso  x(x)  € V(L^). 
En  (6.6.23),  las  constantes  01(7),  fifi))  6 K y no  se  anulan  simultáneamente,  dado 

que 

a(7)2  + P{lY  = 2 + cos 7 + sin 7 > 0 , V7  € [0, 27r) . (6.6.24) 


Ejemplo  6.12.  En  el  caso  en  que  los  coeficientes  del  operador  diferencial  pre- 
senten singularidades  ya  no  será  posible,  en  general,  caracterizar  las  extensiones 
autoadj untas  del  operador  mediante  condiciones  de  contorno  locales.  Pero  aún  en 
esos  casos  la  caracterización  de  los  dominios  dada  en  la  ec.  (6.6.4)  las  determina 
completamente.  Por  ejemplo,  si 

tjp  — 1/4 

L = 1;  H , con  0 < v < 1 , (6.6.25) 

dx¿  x2 

entonces  n±(L)  = 1.  Los  dominios  de  las  extensiones  autoadjuntas  están  determina- 
dos por  las  combinaciones 

tp+{x)  + e^-Oc)  = c1fi))x^+u  + c2( ^)x^~u  E L2(0, 1) , (6.6.26) 

de  modo  que  ip(x)  y/o  <p'(x)  son  singulares  en  x = 0.  En  este  caso,  las  extensiones 
autoadjuntas  quedan  determinadas  por  a relación  ci  (7)^(7). 


Teorema  6.7.  Sea  A un  operador  cerrado  densamente  definido  sobre  el  dominio 
V(A)  (ZH  y sea 


P(AfA)  = {<pe  V(A)  | Atp  e V(A])}  . 


(6.6.27) 
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Entonces,  definiendo  el  operador  Á'  A sobre  'D(A^A)  mediante 

(AjA)ip  :=  A*(A<p),  (6.6.28) 

resulta  que  A^  A es  autoadjunto. 

Para  la  demostración,  ver  M.  Reed  y B.  Simón,  Methods  of  Modera  Mathematical 
Physics,  Vol.  II,  Theorem  X.25,  pag.  180. 

Para  el  caso  de  operadores  no  acotados,  el  resultado  anterior  es  absolutamente 
no  trivial  ya  que,  a priori,  no  es  evidente  que  pueda  haber  vectores  no  nulos  en 
V(A^A),  ni  mucho  menos  que  ese  dominio  sea  denso  en  E,  como  efectivamente  lo 
es. 


Ejemplo  6.13.  Consideremos  el  operador  con  dominio  denso 

T>(T)  = {<p(x)  E AC( 0, 1)  I ipf(x)  e L2(0, 1),  *>(0)  = 0 = *>(1)}  , (6.6.29) 

y tal  que  T<p(x)  = —i  <p'(x).  Este  operador  es  cerrado,  ya  que  coincide  con  la  clausura 
del  operador  T del  ejemplo  6.7. 

Su  adjunto  (ver  ejemplo  6.7)  tiene  por  dominio  a 

V(T*)  = ty{x)  E AC( 0, 1)  I rl/(x)  e L2(0, 1)}  D V(T) , (6.6.30) 

donde  actúa  según  T'i])(x)  = —ii/j'(x). 

Del  Teorema  6.7  resulta  que  T^T  es  la  extensión  autoadjunta  de  L :=  — 
con  dominio  original  D(L)  = C“(0, 1),  correspondiente  a condiciones  de  contorno 
locales  dadas  por  </?(0)  = 0 = (p(  1).  Similarmente  TT^  corresponde  a la  extensión 
autoadjunta  de  L con  condiciones  de  contorno  ^'(0)  = 0 = ?//(!). 


Un  operador  cerrado  densamente  definido  A se  dice  normal  si  A^A  = AA*,  es 
decir,  si  A conmuta  con  su  adjunto,  lo  que  requiere  que  V{Ái A)  = T>(AA^). 

Teorema  6.8.  Para  todo  operador  cerrado  T , definido  sobre  un  dominio  denso 
V (T)  C E,  existe  un  operador  autoadjunto  positivo 14  \T\  con  dominio  V (\T\)  = 
T>  (T)  y una  isometría  parcial  U : (KerT)"1  — > RankT  tales  que  T = U \T\.  Esos 
operadores  están  unívocamente  determinados  por  la  condición  adicional  Ker  \T\  = 
KerT. 

Este  resultado  generahza  al  caso  de  operadores  cerrados  arbitrarios  la  descom- 
posición polar  de  los  números  complejos.  Téngase  en  cuenta  que  (KerT)"1  = 
(Ker  ¡TI)1  = Rank  |T|,  dado  que  |T|  es  autoadjunto. 


14Es  decir,  (V»,  \T\il>)  > 0,W-  € V(\T\). 
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Para  la  demostración,  ver  M.  Reed  y B.  Simón,  Methods  of  Modera  Mathematical 
Physics , Yol.  II,  Theorem  VIII. 32,  pag.  297. 
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Academic  Press,  San  Diego,  1975. 


Capítulo  7 


TEORÍA  DE  DISTRIBUCIONES 


7.1.  El  espacio  K, 

Al  considerar  el  espacio  de  las  funciones  continuas  en  [a,  6],  hemos  visto  que 
ciertas  funcionales  lineales  resultan  continuas  respecto  de  la  convergencia  uniforme, 
pero  no  respecto  de  la  convergencia  en  media.  Similarmente,  al  estudiar  el  completa- 
miento  de  ese  espacio  respecto  de  la  distancia  derivada  de  la  convergencia  en  media, 
hemos  visto  que  ciertas  funcionales  lineales  que  es  posible  definir  sobre  C2(a,  b)  ya 
no  tienen  sentido  sobre  L2(a,  b). 

De  ese  modo,  al  ampliar  el  conjunto  de  las  funciones  consideradas,  o al  relajar  el 
sentido  de  convergencia,  ocurre  una  reducción  en  el  conjunto  de  funcionales  lineales 
y continuas  que  es  posible  definir  sobre  ese  espacio. 

En  particular,  toda  funcional  hneal  y continua  (acotada)  en  L2(M)  está  unívoca- 
mente asociada  con  el  producto  escalar  por  un  vector  fijo  de  ese  mismo  espacio. 

En  esa  condiciones,  es  vez  de  intentar  incrementar  aún  más  el  conjunto  de  fun- 
ciones relajando  las  condiciones  que  sobre  ellas  pesan  o relajando  el  sentido  de 
convergencia  en  ese  espacio  (con  la  consiguiente  reducción  del  conjunto  de  funciona- 
les) , podemos  asignar  a las  funcionales  lineales  y continuas  un  sentido  de  funciones 
generalizadas  e imponer  fuertes  restricciones  sobre  el  espacio  de  funciones,  buscando 
incrementar  el  conjunto  de  esas  funcionales. 

Por  ejemplo,  podemos  trabajar  sobre  el  espacio  métrico  /Cjv,  formado  por  el 
conjunto  de  las  funciones  de  soporte1  compacto  y con  derivadas  continuas  hasta 
el  orden  N,  C¡f  (M),  estructurado  con  una  distancia  que  implica  la  convergencia 
uniforme  de  las  N primeras  derivadas  de  toda  secuencia  convergente, 


Pn(<P,iI>)  ■■=  maxiei  (|  <p(x)  - if(x)  | + | iff{x)  - i//(x)  | + 
H h | tp(N\x)  - ^N\x)  |}  . 


(7.1.1) 


Denominamos  IC*N  al  conjunto  de  las  funcionales  lineales  y continuas  definidas  sobre 
este  espacio. 


Recordemos  que  el  soporte 


uc  mía 


IIIUVIOII  Y"  \ /l 


puntos  donde  la  función  toma  valores  no  nulos. 
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Nótese  que,  como  conjuntos,  K, jv  C ICm  si  N > M , mientras  que  para  E JC¡\r, 
-0)  > Pm V')-  Entonces,  toda  secuencia  convergente  en  tC^  también  lo  es 
ICm  y toda  funcional  lineal  y continua  sobre  JCm  lo  es  también  sobre  /C/y,  es  decir, 
¡C*M  C 1C*N. 

En  lo  que  sigue,  estaremos  interesados  en  la  intersección  de  todos  esos  espacios, 
K,  = f|v=o  donde  no  podremos  definir  una  distancia  sino  sólo  un  sentido  de  con- 
vergencia compatible  con  las  distancias  para  todo  N . En  esas  condiciones, 

el  conjunto  de  funcionales  lineales  y continuas  sobre  el  espacio  /C  corresponderá  a 
la  unión  ¡C*  = U/v=o  ^N- 

El  orden  de  una  funcional  lineal  y continua  / € KL*  es  el  mínimo  N tal  que 
/ E 1C*N.  En  particular,  toda  funcional  lineal  y continua  sobre  K.  es  de  orden  finito. 

El  conjunto  de  las  funciones  que  tienen  derivadas  continuas  de  todo  orden  y se 
anulan  idénticamente  fuera  de  un  intervalo  de  longitud  finita2  constituye  el  espacio 
lineal  C£°(1R).  Como  sabemos,  C£°(R)  es  denso  en  L2(M).  En  ese  sentido,  se  puede 
decir  que  L2  (M)  es  el  completamiento  de  (IR)  respecto  de  la  distancia  derivada  de 
la  norma  ||  ||2. 

En  ese  espacio  lineal  introducimos  el  siguiente  sentido  de  convergencia:  dire- 
mos que  la  sucesión  { <pn(x )}  C converge  a la  función  p(x)  E C“(M)  si 

■ 3 un  intervalo  de  longitud  finita  [a,  ¿>]  fuera  del  cual  las  funciones  ip(x)  y 
{<pn(x)}  se  anulan  idénticamente, 

■ Vfc  e N,  la  secuencia  de  derivadas  de  orden  k , {pí^(a:)}  converge  uniforme- 
mente a la  correspondiente  derivada  del  límite,  <//fc)(:r). 

Así  estructurado,  ese  espacio  lineal  se  denota  por  1C  y es  llamado  espacio  básico, 
de  funciones  de  prueba  o test-functions. 

Nótese  que  tanto  la  derivación,  como  la  multiplicación  por  funciones  en  C°°(M)  y 
las  traslaciones  sobre  la  recta,  dejan  invariante  al  espacio  K.  En  efecto,  V <p{x)  E fC 
tenemos  que 

ip'(x)  E K. , 

a(i)^(i)eJC,Va(i)eC“(R),  (7.1.3) 

ip(x  + h)  E IC  y h eR. 

2E1  siguiente  ejemplo  muestra  que  tales  funciones  existen: 

-1  -1 

tp( x)  = e (x  — a)  e ~ ^)  ? for  a < x < b,  <p(x)  = 0,  para  x ^ (a,  b) . 


(7.1.2) 
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Puede  mostrarse  fácilmente  que  todas  esas  operaciones  son  continuas  respecto 
del  sentido  de  convergencia  adoptado.  Por  ejemplo,  si  tpn(x ) — > p(x)  en  JC,  entonces 
<p'n(x)  — >■  <p'(x)  en  JC,  dado  que  sus  soportes  están  contenidos  en  un  mismo  compacto 
sobre  la  recta,  y sus  derivadas  de  cualquier  orden  convergen  uniformemente  a la 
correspondiente  derivada  del  límite. 

7.2.  Distribuciones  sobre  JC 

Se  llama  distribución  (o  función  generalizada)  definida  sobre  la  recta  a toda 
funcional  lineal  y continua  sobre  el  espacio  JC, 

/:£— ► C.  (7.2.1) 


Consideremos  una  función  f(x)  definida  sobre  la  recta,  tal  que  resulte  absoluta- 
mente integrable  en  todo  intervalo  compacto  ( localmente  sumable),  f(x)  £ L(,loc^(M). 
Se  puede  definir  una  distribución  (que  denotamos  por  la  misma  letra)  mediante  la 
expresión 


f*(x)<p(x)dx, 


(7.2.2) 


que  converge  para  toda  ip(x)  £ JC.  Toda  distribución  que  puede  ser  representada  de 
esa  manera  se  dice  regular. 

En  efecto,  /[<p]  así  definida  es  evidentemente  lineal.  Además,  si  ipn{x)  — > <p(x) 
en  JC  entonces,  en  particular,  <pn(x)  — > <p(x)  uniformemente.  En  consecuencia, 


/•%]  rbW\ 

I fM  - /MI  < / 1/0*01 1 <Pn(x)  - <p(x)\  dx  < en  / \f(x)\dx  -)•  0 (7.2.3) 

Ja\tf\  da[ip\ 


Af] 

cuando  n — > oo.  Por  lo  tanto,  f[<p]  es  también  continua. 


Si  f(x)  £ L2(1R)  f(x)  £ Lj(a, b),  para  todo  intervalo  compacto  [a, fe].  Por  lo 
tanto,  f(x)  £ Ljloc  '(M)  y define  una  distribución  regular, 

/OO 

f*  (x)<p(x)  = (/,  <¿0l2(R)  , (7-2.4) 

-oo 

que  puede  expresarse  en  términos  del  producto  escalar  en  L2(M).  Es  por  ello  que 
usualmente  se  adopta  la  notación  (/,  ip)  :=  f[p]- 


Un  ejemplo  de  distribución  singular  (no  regular)  corresponde  a la  delta  de 
Dirac: 

(á(x  — Zo),  <p(x))  :=  (p(x0) . (7.2.5) 

En  efecto,  esta  funcional  es  evidentemente  lineal.  Para  <pn(x)  — > tp{x)  en  JC,  tenemos 


P(Zo)  , 


(7.2.6) 
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de  modo  que  también  es  continua, 

(5(rc  - x0),  ¥>„(x))  = <pn(x o)  — > <p(x 0)  = (¿(a:  - x0),  tp(x))  . (7.2.7) 


Otro  ejemplo  corresponde  al  valor  principal  de  l/x.  La  función  1/x  no  es  in- 
tegrable en  ningún  intervalo  que  contenga  al  origen,  de  modo  que  no  define  una 
funcional  regular.  Pero  para  toda  función  <f>(x)  €E  K,  existe  la  integral  en  valor  prin- 
cipal 

(vP-j-,^))  :=hm^y  * + J^X^-dx.  (7.2.8) 

En  efecto,  supongamos  que  ip{x)  = 0 para  |ar|  > a > 0,  donde  a = a[<p];  entonces 


vP^,¥?(a;)  ) = lime_>0+ 


{[>[} 


tp{x)  - ip{0)  + <¿>(0) 


dx 


x 


s 

J —a 


“ <f(x)  - ¥>(0) 


(7.2.9) 


x 


dx  + <¿>(0)  lim£_>o+  {log(e/a)  + log(a/e)}  , 


donde  el  último  término  se  anula. 

Esta  funcional  es  claramente  lineal.  Para  ver  que  también  es  continua  considere- 
mos una  secuencia  <pn(x)  — > ip(x)  en  /C.  Por  el  teorema  del  valor  medio,  tenemos 


VP  Z »[¥*»(*)- P(*)]  ) = 


x 


(*)  - ¥>(*)]  - [^n(O)  - ¥»(0)] 


dx  = 


x 


-r 


“ X [íPn(c(x))  - ^(c(®))] 


(7.2.10) 


dx . 


x 


donde  c(x)  está  entre  x y 0.  Entonces, 

(VP  x'  _ ¥,(ÍC)]) 


< 2a £n  — ^ 0 , 


(7.2.11) 


puesto  que  <p'n(x)  — > <p'(x)  uniformemente  en  [—a,  a].  De  ese  modo,  VP  L define  una 
distribución  singular. 


7.3.  Propiedades  locales  de  las  distribuciones 

Como  aplicaciones  de  JC  en  C,  las  distribuciones  no  tienen  un  sentido  puntual. 
Pero  sí  es  posible  asignarles  propiedades  locales  en  el  siguiente  sentido. 

Se  dice  que  una  distribución  es  nula  en  un  conjunto  abierto  de  la  recta  si  V ip(x)  & 
K,  cuyo  soporte  está  contenido  en  ese  conjunto  es  (/,  (p)  — 0.  Por  ejemplo,  á(x)  es 
nula  en  algún  entorno  de  todo  punto  x ^ 0. 

Si  / es  no  nula  en  todo  entorno  de  un  punto  xq1  se  dice  que  xq  es  un  punto 
esencial  de  /.  Por  ejemplo,  x0  es  un  punto  esencial  de  S(x  — rr0).  Similarmente, 
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x = 0 es  un  punto  esencial  de  la  distribución  regular  correspondiente  a la  función 
f(x)  = x2  (a  pesar  de  que  /(O)  = 0). 

El  conjunto  de  los  puntos  esenciales  de  una  distribución  constituye  su  soporte, 
Sop  (/). 

Por  ejemplo,  el  soporte  de  á(x  — x0)  está  concentrado  en  un  punto,  Sop(ú(x  — 
xo))  = {zo}-  En  el  caso  de  una  funcional  regular  / definida  por  una  función  continua 
a trozos  f(x),  Sop (/)  es  la  clausura  del  conjunto  de  puntos  donde  f(x)  ^ 0. 

Si  una  función  de  prueba  po(x)  e K,  se  anula  idénticamente  en  un  abierto  que 
contiene  al  soporte  de  una  distribución  /,  entonces  (/,  <p0)  = 0.  De  ese  modo,  es 
posible  modificar  la  fmición  de  prueba  fuera  del  soporte  de  una  distribución  sin 
modificar  el  valor  que  esta  toma,  (/,  ip  + pQ)  = (/,  p). 


7.4.  El  espacio  dual:  IC* 

Sobre  el  conjunto  de  las  distribuciones  se  definen  las  operaciones  de  adición  y 
multiplicación  por  números  de  manera  que 


(af  + pfi,  Ifi):=a"  (/,  <p)  + fí’  (g,  <p) , 'I  fix)  e K. , 


(7.4.1) 


con  lo  que  evidentemente  se  obtienen  funcionales  lineales  y continuas.  Para  el  caso 
de  funcionales  regulares,  esto  se  reduce  a la  funcional  regular  obtenida  mediante  las 
operaciones  usuales  sobre  las  funciones  localmente  sumables  que  las  definen, 


r 


f(x)*p(x)  dx  + /3*  / g(x)* ip(x)  dx  = 


-f 


(7.4.2) 


[a/(l)  + %(.x)]'  y(x ) dx  . 


Así  estructurado,  el  conjunto  de  las  distribuciones  sobre  K constituye  un  espacio 
lineal,  llamado  espacio  dual  de  K,  y denotado  por  fC* . 

En  el  espacio  K*  se  introduce  el  siguiente  sentido  de  convergencia:  se  dice  que 
una  secuencia  de  distribuciones  {/n}  converge  débilmente  a / 6 K*  si 


lím  (/„,  #>)  = (/,  ¡p),  e K . 


(7.4.3) 


Si  el  límite  de  una  secuencia  de  distribuciones  existe,  entonces  es  único.  En  efecto, 
si  {fn}  — > f y {fn}  ~ >•  g en  IC*  entonces,  para  toda  función  p(x)  E IC  se  tiene  que 
(f,p)  = (g,p),  de  donde  resulta  que  (como  aplicaciones)  las  distribuciones  / y g 
son  iguales. 
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Por  otra  parte,  la  operación  de  pasaje  al  límite  es  lineal:  si  {fn}  — t / y {gn}  — > g 
en  /C*,  se  tiene  que 

lím  (q/„  + /3gn,  v?)  = lím  {a*  (/„,  <p)  + p*  ( gn , <¿?)}  = (a/  + /fy,  <£>)  , (7.4.4) 

n—>  oo  n— »oo 

para  toda  función  </?(x)  e fC.  En  consecuencia, 

lím  [afn  + /3gn]  = af  + ¡3g . (7.4.5) 


En  particular,  si  una  distribución  es  el  límite  de  una  serie  en  IC*, 

oo  / n \ oo 

f = '52hk=>  (f,<p)=  lím  ( ^2  hk,  <p  ) (hk,  <p) , V <p(x)  E K . (7.4.6) 


k=l 


yk  = 1 


fc=l 


La  convergencia  en  L2(K)  implica  convergencia  débil  en  IC*.  En  efecto,  si  una 
secuencia  de  funciones  de  cuadrado  sumable  converge  en  media,  {/n}  — » /,  para  la 
secuencia  de  funcionales  regulares  que  ellas  definen  tenemos  que 

(fn,^)  = (/n,  ¥>)l2(R)  - bi->oo  l2(R)  = (fiV)  > (7-4.7) 

para  toda  función  <p(x)  € IC  C L2(M),  en  virtud  de  la  continuidad  del  producto 
escalar  en  ese  espacio  de  Hilbert. 

En  el  caso  de  funcionales  regulares,  la  convergencia  débil  también  estará  asegu- 
rada toda  vez  que  pueda  conmutarse  el  límite  con  la  integral  que  define  la  funcional 
y la  secuencia  fn(x ) — > f(x)  a.e.  Ese  es  el  caso  de  secuencias  de  funciones  localmen- 
te sumables  que  convergen  uniformemente  en  todo  intervalo  cerrado.  En  efecto,  si 
fn(x)  — v f (x)  uniformemente  en  todo  conjunto  compacto, 

(fn  - f,  <p)  = I [fn(x)  - f(x)]*  ifi(x)  dx  ~+n^oo  0 . (7.4.8) 

Ja[v] 

El  pasaje  al  límite  bajo  el  signo  integral  es  también  posible  bajo  condiciones  menos 
restrictivas,  como  por  ejemplo  cuando 

■ fn(x)  — > f(x)  en  casi  todo  punto  y |/n(:r)|  < g(x ),  Vn,  donde  g(x)  es 
localmente  sumable, 

■ fn(x)  —• ► f(x)  monótonamente,  siendo  f(x)  localmente  sumable. 


Ejemplo  7.1.  Sea 


Mx) 


1 

X 


\x\>e, 


0 , |x|  < e . 


(7.4.9) 
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Esta  función  permite  definir  una  funcional  regular  que  tiene  por  límite  en  K,*  a una 
distribución  singular, 

lím/£  = VP—  (7.4.10) 

£->0  X 

(en  este  caso  no  es  posible  intercambiar  el  Emite  con  la  integral). 


Ejemplo  7.2.  Otro  ejemplo  de  una  secuencia  de  funcionales  regulares  que  con- 
verge a una  distribución  singular  es 


e 4« 

ft(x)  = —¡=  ->t-> o+  S(x) . 


y/Ant 


(7.4.11) 


En  efecto, 


e « 


^ y/Awt 


)r<Av\ 

= / 

J~o.lv \ 


e 4t 
y/Airt 


[</p(0)  + ip(x)  - <¿>(0)]  dx 


(7.4.12) 


q[y?]  _j_ 

<¿>(0)— 7=  [ e~z2  dz  H — 7=  f e~z2  \p(zy/At)  — ip(f))  dz ip( 0) 

y/ñ  M 7-hM  L J 

\/4í  V 4t 


1 / i/4!  _22 


para  t — >•  0+,  puesto  que  </?(.z\/4í)  — <¿?(0)  = 2v/4íV?,(c(2>0)i  con  c(2j¿)  entre  0 y 
Zy/At,  en  virtud  del  teorema  del  valor  medio,  mientras  que  p'(x)  está  uniformemente 
acotada  en  toda  la  recta. 


Se  puede  demostrar  de  manera  general  que  toda  funcional  singular  es  el  límite 
débil  de  una  secuencia  de  distribuciones  regulares.  Similarmente,  se  demuestra  que 
toda  distribución  es  el  límite  débil  de  una  secuencia  de  distribuciones  regulares  de 
soporte  compacto,  que  incluso  pueden  ser  definidas  mediante  funciones  del  espacio 

C„“(R). 

También  es  posible  mostrar  que  /C*  es  completo  en  el  sentido  de  que,  si  existe  el 
límite  de  las  secuencias  numéricas  límn_>00(/n,  tp),  V <p(x)  e /C,  entonces  el  conjunto 
de  esos  límites  define  una  funcional  lineal  y continua  sobre  /C, 

'■=  lím  (fn,<p)  • (7.4.13) 

n— Mx> 

La  linealidad  de  / es  evidente  a partir  de  la  linealidad  de  fn  y la  del  pasaje  al 
límite.  Para  mostrar  la  continuidad  de  / debemos  mostrar  que  si  Pk(x)  ~ t ^p{x)  en 
K,,  entonces  (/,  — (p)  — > 0 para  k — > oo.  En  efecto,  dado  £ > 0 tenemos  que 

\{f,<Pk-<p)\  < \(f  - fn,Vk-<p)\  + \(fn,<Pk-<p)\  <e,  (7.4.14) 

dado  que  |(/n,  (pt*  — <p)\  < e/2  para  k suficientemente  grande  mientras  que,  para  un 
dado  k , |(/  — fn,  <pk  — <p)\  < e/2  para  n suficientemente  grande. 
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Tratándose  de  aplicaciones  de  IC  en  el  cuerpo  de  los  complejos,  no  existe  una 
operación  de  producto  o composición  de  distribuciones  que,  en  el  caso  de  funcionales 
regulares,  corresponda  al  producto  usual  (punto  a punto)  de  funciones.  Pero  sí  es 
posible  definir  el  producto  de  distribuciones  por  funciones  en  C°°(M)  de  la  siguiente 
manera:  dada  f E IC*  y a(x)  € C°°(1R)  se  define  la  funcional  af  mediante  la  relación 

(a/,v?)  :=  (/,a»  , (7.4.15) 

lo  que  tiene  sentido  puesto  que,  para  toda  función  p(x)  E IC,  resulta  a(x)*p(x)  E IC. 
Así  definida,  af  es  una  funcional  lineal  y continua. 

La  linealidad  de  af  es  evidente.  Para  verificar  la  continuidad  consideremos  una 
secuencia  convergente  en  IC,  pn  —¥  p.  Las  funciones  a(x)*pn(x)  son  idénticamente 
nulas  fuera  de  un  mismo  intervalo  acotado,  dentro  del  cual  la  secuencia  de  sus 
derivadas  fc-ésimas  converge  uniformemente,  (a(x)*  pn(x)fik^  — >■  (a(x)*  p(x)YkK  Por 
lo  tanto,  la  secuencia  a(x)*pn(x)  — > a(x)*p(x)  en  IC.  Entonces,  como  consecuencia 
de  la  continuidad  de  / tenemos 

(«/,  (pn)  = (/,  a*pn)  (/,  a»  = (af,  p)  . (7.4.16) 

7.5.  La  derivación  en  IC* 

Consideremos  primero  una  funcional  regular  definida  por  una  función  f(x)  abso- 
lutamente continua  en  la  recta,  (/,  p)  = ff^  f(x)*p(x)  dx.  Como  su  derivada  f'(x) 
existe  en  casi  todo  punto  y es  localmente  integrable,  podemos  definir  otra  funcional 
regular  como 

/oo  roo 

f'(x)*p(x)  dx=-  f(x)*p'(x)  dx=-  (/,  p')  , (7.5.1) 

oo  J — oo 

donde  (para  integrar  por  partes)  hemos  tenido  en  cuenta  que  p 6 IC  es  diferenciable 
y de  soporte  compacto,  y (en  el  último  paso)  que  la  derivación  es  una  aplicación  de 
IC  — y IC  (ver  (7.1.3)). 

Nótese  que  en  el  miembro  de  la  derecha  en  (7.5.1)  ya  no  aparece  la  derivada  de 
la  función  f(x).  De  hecho,  dado  que  p'(x)  € IC,  esa  expresión  tiene  sentido  para 
toda  funcional  / € IC*.  Esto  sugiere  la  siguiente  definición. 

Dada  una  distribución  sobre  IC,  f E IC* , se  define  su  derivada  como  la  funcional 
cuyos  valores  están  dados  por 

(/',  <¿0  :=  - (/,  V7') , v V(x)  e IC . (7.5.2) 


Así  definida,  f es  una  funcional  lineal  y continua.  En  efecto,  f es  lineal  como 
consecuencia  de  que  la  derivación  sobre  funciones  de  IC  es  lineal.  En  cuanto  a la 
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continuidad,  nótese  que  si  ipn  (x)  — > ip(x)  en  de  la  definición  de  convergencia  en 
IC  (ver  Sección  7.1)  resulta  que  la  secuencia  de  sus  derivadas  también  converge  en 
ese  espacio  a la  derivada  del  límite,  <p'n(x ) — » y>'(x).  Entonces,  como  consecuencia  de 
la  continuidad  de  / tenemos 

(/',  <Pn)  = ~ (f,  vO  - (/,  V?')  = (/'>  <é>)  • (7-5-3) 


De  esa  definición  surgen  las  siguientes  propiedades: 

■ La  derivación  en  IC*  es  una  operación  lineal,  pues  V tp(x)  E K. 

((/  + 9 Y,  V>)  = ~ (/  + 9,  <f')  = - (/,  <P')  ~ ( 9 , ¥>')  = 

= (/',  ¥>)  + (P',  ¥>)  = (/'  + ¥>)  • 


(7.5.4) 


Toda  función  generalizada  admite  derivadas  de  todo  orden.  En  efecto,  para 
toda  función  <p(x)  E IC  =>  íp^n\x)  E IC,  Vn.  Entonces 


(7.5.5) 


■ La  operación  de  derivación  es  continua  en  IC*.  Supongamos  que  la  secuencia 
de  funciones  generalizadas  {fn}  converge  a / en  IC*.  Entonces,  V ip(x)  E IC 
se  tiene 

(fñ,  V3)  = - (U,  V?')  -»•  - (/,  <P')  = (/',  V3)  • (7-5-6) 

Por  lo  tanto,  » f en  IC*. 

• Como  consecuencia  de  la  continuidad  de  la  derivación,  toda  serie  convergente 
de  funciones  generalizadas  puede  ser  derivada  término  a término  cualquier 
número  de  veces, 

OO  OO 

/ = =¡-  = E • <7'5'7) 

fe=i  fc=i 

Esto  representa  una  libertad  que  no  se  tiene  cuando  se  trata  de  series  de 
funciones,  ya  que  en  ese  caso  se  deben  requerir  condiciones  adicionales,  como 
la  convergencia  uniforme  de  la  serie  de  las  derivadas,  para  poder  asegurar 
que  ésta  converge  a la  derivada  de  la  suma  de  la  serie. 


Ejemplo  7.3.  La  secuencia  de  distribuciones  regulares  | sinú'a)  | tiende  a la  dis- 
tribución nula  0 E IC*  cuando  v — > oo,  dado  que  la  secuencia  de  funciones  converge 
uniformemente  a 0 en  toda  la  recta, 


lím 

V— >OQ 


sin(zAr) 

v 


<p(x)  dx  = 0 , 


(7.5.8) 
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V<p{x)  eJC. 

Entonces,  dado  que  la  derivación  es  una  operación  continua  en  fC* 


lím 

V— >00 


sin 


M Y = lím  ( = lím  cos(^)  = 0 . 
I / J v — too  V ¿y  y v — y 


(sin(í/x)  \ ' 
v ) 

Similarmente,  lím„_*oo  sin(i^c)  = 0.  Y tomando  sucesivas  derivadas3 * *, 

lím  [ vn  cos(ua;)]  = 0 = lím  [v11  sin(i/rr)]  . 


(7.5.9) 


(7.5.11) 


Ejemplo  7.4.  Consideremos  la  función  discontinua 


9(x) 


1,  x > 0 
0,  x < 0 


y la  distribución  regular  que  ella  define, 

roo 

(0(x),(p(x))  = I <p(x)dx. 
J o 

Su  derivada  resulta 


(7.5.12) 


(7.5.13) 


roo 

(0'(x),  <p(x))  = - (0(x),  (ff{x))  = - dx  = </>(0)  = (^(ar),  tp(x))  , (7.5.14) 

Jo 

para  toda  <p  E K,.  En  consecuencia,  9'(x)  = S(x). 


Ejemplo  7.5.  Similarmente, 


(Y(ar),  <p(x))  = - (6(x),<p'(x))  = -¿(O) 


(7.5.15) 


3Nótese  que  este  resultado  corresponde  al  hecho  de  que  las  transformadas  de  Fourier  de  fun- 

ciones de  Cq°  (M)  son  funciones  del  espacio  de  Schwartz  S, 


lím  vn 

l/—¥00 


eivxip(x)  dx  = 0 . 


(7.5.10) 
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Sea  f(x)  una  función  continua  en  M,  cuya  derivada  es  continua  a trozos,  con 
discontinuidades  aisladas  de  altura  finita  en  los  puntos  {a*.}.  Ella  define  una  distri- 
bución regular  (que  denotamos  por  /)  cuya  derivada  está  dada  por 

/“[v>] 

f(x)*(p\x)  dx  = 


rak+ 1 

X / f\x)*<p{x)dx- 

U J 0-k 


(7.5.16) 


- X (/(a*+i  ~~  0)V(afc+i)  - f(ak  + 0) V(ofc)}  , 

k 

donde  la  primera  suma  en  el  miembro  de  la  derecha  es  finita  en  razón  de  que  ip 
es  de  soporte  compacto,  y la  segunda  es  nula  porque  f(x)  es  continua.  Entonces, 
la  derivada  de  la  distribución  / es  una  funcional  regular  definida  por  la  función 
f'(x)  (este  es  un  caso  particular  de  distribución  regular  definida  por  una  función 
absolutamente  continua,  que  ya  hemos  considerado  al  principio  de  esta  Sección  - ver 
ec.  (7.5.1)). 

Sea  ahora  f(x)  una  función  continua  y diferenciable  a trozos,  con  discontinuida- 
des aisladas  (sin  puntos  de  acumulación)  de  altura  finita  en  los  puntos  {a*.},  donde 
f(cik  + 0)  — f(ak  — 0)  = hk.  La  derivada  de  la  distribución  regular  que  ella  define 
satisface 

/a[<p\ 

f(x)*ip'(x)  dx  = 

“M 

rak+ 1 

= X / f(x)*<p(x)dx  + ^2[f{ak  + 0)*  - f(ak-0))*]<p(ak)  (7.5.17) 

k J a * k 


-f 


^ tp(x)  dx  + ^2h*k  <p(ak) , 


para  toda  (p  E K,.  En  consecuencia,  la  derivada  de  / es  mía  funcional  singular  dada 
por 


/'  = jr  + X hk  S(x  ~ ak) , (7.5.18) 

k 

donde  hemos  llamado  í * la  distribución  regular  definida  por  la  función  f{x) 
(que,  por  hipótesis,  existe  en  casi  todo  punto  y es  localmente  integrable).  Téngase 
en  cuenta  que  la  serie  en  el  segundo  miembro  es  convergente  en  JC*  puesto  que, 
aplicada  a una  función  de  soporte  compacto,  siempre  se  reduce  a una  suma  finita. 
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Ejemplo  7.6.  Consideremos  ahora  la  función  definida  como 

f(x)  = — - — , 0 < x < 7r,  (7.5.19) 

y extendida  a toda  la  recta  como  función  impar  de  período  2ir.  Esta  es  una  función 
discontinua  en  los  puntos  x = 27 rk  con  1 £ Z,  con  una  discontinuidad  de  altura 
h = 7r  en  todos  ellos.  Excepto  en  los  puntos  de  discontinuidad,  esta  función  es 
diferenciable  y su  derivada  es  f'(x)  = -1/2. 

Por  el  resultado  anterior,  podemos  escribir  la  derivada  de  la  función  generalizada 
que  ella  define  como 

1 °° 

/'  = --  + 7r  S(x  — 2nk) , (7.5.20) 

k=— oo 

donde  la  serie  del  segundo  miembro  es  una  funcional  bien  definida  ya  que  su  valor 
en  una  función  <p(x)  e K,  se  reduce  a una  suma  finita. 

La  función  f(x)  también  puede  ser  representada  mediante  su  serie  de  Fourier, 

fc= i 

que  converge  puntualmente  al  valor  de  f(x)  para  todo  x ^ 2nk  y converge  a 0 en 
los  puntos  de  discontinuidad  de  f(x).  Como  la  convergencia  no  es  uniforme,  esto  no 
es  suficiente  para  concluir  que  esta  serie  converge  en  1C*  a la  distribución  /. 

Para  ver  que  esa  serie  también  converge  débilmente4,  recordemos  primero  que  la 
serie  de  Fourier  de  una  función  continua  a trozos  en  el  intervalo  ( — 7r,  7t)  puede  ser 
integrada  término  a término,  resultando  en  una  serie  que  converge  puntualmente  en 
ese  intervalo  a la  integral  de  la  función  (que  es  allí  una  función  continua). 

En  nuestro  caso,  la  serie 

F(x)  = -¿^M  (7.5.22) 

k= 1 

converge  absoluta  y uniformemente  en  toda  la  recta  a una  primitiva  de  f(x),  que 
es  continua  y 27r-periódica:  F'(x)  = f(x)  excepto  en  los  puntos  de  discontinuidad 
de  f(x).  Por  lo  tanto,  el  segundo  miembro  de  la  ecuación  (7.5.22),  entendida  como 
serie  de  distribuciones  regulares,  también  converge  en  el  espacio  JC*  a la  funcional 
regular  F definida  por  la  función  (continua  en  K y diferenciable  a trozos)  F(x). 

4La  convergencia  débil  también  está  garantizada  por  la  convergencia  en  media  de  la  serie  de 
Fourier  en  todo  compacto. 
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En  esas  condiciones,  la  continuidad  de  la  derivación  en  JC*  nos  permite  derivar 
esa  serie  término  a término  para  obtener 


, ^ sin (kx) 

F =í=2^—¡r- 

fc=i 


(7.5.23) 


Pero  como  esta  serie  converge  en  JC*,  puede  ser  nuevamente  derivada  término  a 
término  para  obtener  de  (7.5.20)  y (7.5.23) 


OO  -j  oo 

f = eos  (kx)  = — — + 7r  S(x  — 2nk) . 


(7.5.24) 


fc=l  k=— oo 

De  esta  igualdad  se  deduce  el  siguiente  desarrollo  de  Fourier  para  la  ¿-periódica: 


oo  1 OO 

£ S(X-2nk)  = - £ e“*. 


(7.5.25) 


k=— oo 


k=— oo 


Un  razonamiento  similar  permite  asignar  un  sentido  como  distribución  a la  su- 
ma de  series  de  la  forma  YlkL-oo  Ck?lkx , donde  los  coeficientes  satisfacen  relaciones 
|Cfc|  < Mkn~2,  con  M constante  y n E N. 

Entendidas  como  series  de  funciones,  ellas  son  claramente  divergentes.  Pero  como 
series  de  funcionales  regulares  resultan  convergentes,  dado  que  son  la  derivada  n- 
ésima  como  distribución  de  una  serie  que  converge  uniformemente  en  toda  la  recta  a 
un  límite  continuo  y 27r-periódico  (y  que,  por  lo  tanto,  también  converge  débilmente): 

OO  OO 

F<*)  = £ mk  =*• F<n)  = £ c¿kx  ■ <7-5-26) 

k=— oo  ' ' k=— oo 

De  hecho,  se  puede  demostrar  que  toda  distribución  (regular  o singular)  coin- 
cide en  todo  compacto  en  la  recta  con  la  derivada  de  cierto  orden  finito  de  una 
distribución  regular  definida  por  una  función  continua. 

Ejemplo  7.7.  La  función  absolutamente  continua  x (log  |x|  — 1)  define  una  dis- 
tribución regular  cuya  derivada  primera  es  la  distribución  regular  definida  por  log  |rr|  e 
L(,oc)  y su  derivada  segunda  es  la  distribución  singular  VP^.  En  efecto, 

((log  |x|)'  ,<p)  = - (log  \x\,ipJ)  = - lím  / log  |z|  <p'(x)  dx  = 

£->0+  J M>* 

= lím  { log(e)  [p(e)  - <p(-e)]  + f dx\  = fvP-j-,  (p\  . 

e— *0  ( J\x\>e  ^ J \ % / 


(7.5.27) 
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En  particular,  consideremos  una  distribución  f E fC*  de  soporte  compacto, 
Sop  (/)  C [—a,  a],  con  a > 0.  Para  un  dado  £ > 0,  tomemos  una  función  real 
he(x)  E C(j°(R)  que  satisfaga 

( l,V|x|  < a, 

he(x)  = l (7.5.28) 

1 0 , V |x|  > a + £ . 

En  esas  condiciones,  V <p(x)  E K,  tenemos  que 

(/,  <P)  = (/»  hs  <p)  + (/,  [1  - h£\  v?)  = (/,  he  <p)  , (7.5.29) 

dado  que  Sop(/)  flSop[l  — h£(x)]  = 0. 

Ahora  bien,  como  / puede  representarse  como  f^n\  donde  f0  es  una  distribución 
regular  definida  por  una  función  continua  fo(x)  y n E N,  podemos  escribir 

(/,¥>)  = (fíTKh.'fi)  = (-1)”  (/o,(W‘)) 


(-i)“ELo 


TI 


(/o, 


<p 


(fc) 


(7.5.30) 


= Efc=o(-irfc 


Por  lo  tanto,  \/ e > 0 existe  un  conjunto  de  funciones  continuas 


= * = 0,l,...,n,  (7.5.31) 

con  soporte  contenido  en  el  intervalo  cerrado  [— (a+£),  a+e],  tales  que  la  distribución 
de  soporte  compacto  f puede  escribirse  como 


/ = ^ (/«•*(*)) 


(fe) 


fc=0 


(7.5.32) 


Si  / 6 /C*  tiene  soporte  concentrado  en  un  punto  x0  E R,  un  razonamiento 
similar  permite  mostrar  que  en  este  caso  la  funcional  es  de  la  forma 

n 

/ = ^2  ak  ^k)(x  - xo ) i (7.5.33) 

fc= o 


para  algún  n E N. 

En  efecto,  supongamos  que  Sop(/)  = {0}  y consideremos  una  función  (¡){x)  E 
(R)  tal  que 


<KX) 


1,  |*|  <1/2, 

0,  |a:|  > 1 . 


(7.5.34) 
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Entonces,  para  todo  £ > 0, 


(/,  <P(X))  = (/,  </>  ( j)  ¥>(*))  = (/,  </>  ( j)  Pm(*))  + (/,  </>  ( j)  (<?(*)  - ^mW))  , 

(7.5.35) 

donde  Pm(x)  es  el  polinomio  de  Taylor  de  orden  m de  (£>(x).  Si  / = /q"\  con  /o 
regular  definida  por  una  función  continua,  podemos  escribir 


| (/’  ^ (f)  “ Pm(x)))  = 1/  /(?(*)  [<¿  (7)  M*)  - 


< 


£ |/oOr)|£-Vfc)  g)  |(y>(x)  - Pm(x))(n-k) 


< 


< ]T  Mk[fo,  <p\  £l-k+m+l-n+k  < M[/o)  ^ £2+m-n  ? 
k=0 

(7.5.36) 

dado  que  las  derivadas  de  todo  orden  de  <j>  son  acotadas,  lo  mismo  que  la  función 
continua  /0  en  el  intervalo  [—£,£],  y \^>{x)  — Pm(x) \ = 0(xm+1).  Por  lo  tanto,  si 
m > n — 1 el  segundo  término  en  el  lado  derecho  de  (7.5.35)  tiende  a 0 cuando 
£ ->  0. 

Finalmente, 

(/.¥>(*))  = ¡™  (¡A  ( j)  6»(*))  = 


= g (f  4.  (f ) **)  ^)(0) 


^ 71—1 


Yak  s(k)(x),cp(x)  . 


yk=0 


(7.5.37) 


Vemos  entonces  que  las  rígidas  restricciones  que  hemos  impuesto  sobre  las  fun- 
ciones del  espacio  /C  (que,  no  obstante,  es  denso  en  L2(K)),  nos  permiten  obtener 
un  conjunto  muy  amplio  de  funciones  generalizadas  (toda  restricción  del  espacio 
conlleva  mía  ampliación  del  espacio  dual)  sobre  las  cuales  aplicar  con  gran  libertad 
las  operaciones  de  paso  al  límite  y diferenciación  antes  definidas. 


7.6.  Ecuaciones  diferenciales  en  K,* 

Consideraremos  ahora  el  problema  de  reconstruir  una  función  generalizada  a 
partir  de  su  derivada. 

Primero  mostraremos  que  sólo  las  distribuciones  (regulares  definidas  por  fun- 
ciones) constantes  tienen  por  derivada  a la  distribución  nula.  La  igualdad  y'  = 0 
implica  que,  para  toda  <p(x)  E /C,  es 


(v‘,  <p)  = - (y,  'p')  = o . 


(7.6.1) 
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Esta  ecuación  sólo  define  a la  funcional  y en  el  subespacio  de  IC  formado  por  las 
funciones  <p(x)  que  son  la  derivada  de  una  función  de  prueba. 


Una  condición  necesaria  y suficiente  para  que  ipo(x)  E IC  sea  la  derivada  de  una 
función  i/j(x)  E IC  es  que  f ^ ipo(x)  dx  = 0.  En  efecto,  si  (po(x ) = i¡/( x ), 

/x  roo 

(fo (x')dx'=>  / ip0(x)  dx  = 0.  (7.6.2) 

-OO  .7—00 


Inversamente,  si  <po(x)  satisface  esa  condición,  tenemos  que  la  integral 
J*  <p0(x')  dx'  = 0 para  todo  x tal  que  |a:|  > a[<¿>0]  > 0 (con  a finito,  ya  que  <fo(x) 
es  de  soporte  compacto).  Entonces,  la  primitiva 


Mx')  dx'  E C0°°(M) . 


(7.6.3) 


Ahora  bien,  dada  una  función  <p(x)  E /C,  en  general  f^°oo(p(x)dx  = (l,y?)  = 
C / 0 (donde  1 corresponde  a la  distribución  regular  definida  por  una  función 
idénticamente  igual  a 1,  y C = C[¿\).  Sea  y>Áx)  ^ ^ que  f^oo  fí(x)  dx  = 
(1,<¿>i)  = 1.  Entonces  la  diferencia  ipo(x)  = <p(x)  — C(f\(x)  satisface  que 

/OO 

<Po(x)  dx  = C — C = 0 , (7.6.4) 

-OO 

de  modo  que  <^0(^)  es  la  derivada  de  una  función  de  /C  como  en  (7.6.3),  ípo(x)  = il>'(x). 
En  consecuencia,  podemos  escribir  que 

{y,  <p)  = (y,  </?0  + Cipi)  = o + C{y,  <pi)  = a*  (1,  (p)  , (7.6.5) 

donde  la  constante  a = (y,  tpi)*. 

Por  lo  tanto,  la  solución  de  la  ecuación  y1  = 0 es  una  distribución  constante, 
y = a 1,  donde  a queda  determinado  por  el  valor  que  la  funcional  toma  sobre  una 
función  particular  <p\(x)  E IC. 

De  esto  resulta  que  si  dos  distribuciones  tienen  la  misma  derivada,  f = g', 
entonces  sólo  difieren  en  una  constante,  / = g + a 1 . 

Ahora  mostraremos  que  toda  f E IC*  tiene  una  primitiva,  que  es  solución  de 
y'  = f.  Esta  ecuación  significa  que,  para  toda  <p{x)  E IC , 

(y',  <p)  = - (y,  </>')  = (/,  <f)  » (7-6-6) 

lo  que  sólo  define  a la  funcional  y sobre  el  subespacio  de  las  funciones  de  JC  que  son 
la  derivada  de  un  elemento  de  IC. 

Como  mostramos  anteriormente,  podemos  escribir  una  función  arbitraria  de  IC 
como  ip(x)  = (f>o(x)  + C(px(x),  donde  ifio(x)  = tp'(x),  con  'ip(x)  definida  en  (7.6.3), 
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C = (1,  ip),  y <¿>i(x)  es  una  función  fija  de  JC  tal  que  (1,  <p>\)  = 1.  Entonces,  de  (7.6.6) 
resulta  que 

( V , <p)  = (y,  <^o  + Cipi)  = -(/»  + C (y,  <pt)  = - (/,  ip)  + a*  (1,  V3)  , (7.6.7) 

lo  que  determina  la  funcional  y en  todo  IC,  a menos  de  una  (distribución)  constante 
aditiva.  Esta  constante  es  fijada  por  el  valor  que  toma  la  funcional  sobre  una  función 
particular,  a = (y,  <¿q)*. 

Se  puede  ver  que  el  último  miembro  de  (7.6.7)  define  una  funcional  lineal  y con- 
tinua sobre  IC.  Su  primer  término  determina  una  solución  particular  de  la  ecuación 
inhomogénea  y'  = / (la  correspondiente  a a = 0),  mientras  que  la  constante  es  la 
solución  general  de  la  ecuación  homogénea  y'  = 0. 

La  linealidad  de  y en  (7.6.7)  es  evidente.  Para  mostrar  su  continuidad,  conside- 
remos una  secuencia  de  funciones  ip(nj(x)  p(x)  en  IC.  cuyos  soportes  estén  conte- 
nidos en  el  intervalo  [—a,  a],  y formemos  la  secuencia  <P(n),o(&)  — ^(n)^)  — C„  p>i(x), 
donde  Cn  = (1,  <£>(n))-  Esta  secuencia  converge  a po(x)  = ip(x)  — C p>\(x)  en  IC.  con 

C=(l,<p). 

Entonces, 


\tpn{x)  ~ 1p(x)\ 


f-oo  (<P(n)M  ~ <Po(y))  dy 


< 


< Ha  I <Pn(y)  ~ <p{y)\  dy  + |(1,  tpn  - v?)|  \<pi(v)\  dy  < 


(7.6.8) 


< 2 a £n  + Sn , V x , 

donde  el  miembro  de  la  derecha  puede  hacerse  tan  pequeño  como  se  quiera  con  sólo 
tomar  n suficientemente  grande. 

En  esas  condiciones,  la  secuencia  {ipn(x)}  también  converge  a 'tp(x)  en  IC,  y 
podemos  escribir 


{y,  <Pn-tp)  = - (/,  tpn  - tp)  + a*  (1,  <Pn-v)->  0 (7.6.9) 


cuando  n — > oo. 

En  particular,  si  la  inhonogeneidad  / es  regular,  ella  está  definida  por  una  función 
f(x)  localmente  sumable,  de  la  cual  F(x)  = fof(  x')  dx'  es  una  primitiva  (absoluta- 
mente continua).  Entonces,  integrando  por  partes  y teniendo  en  cuenta  que  ip[x)  es 
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de  soporte  compacto,  tenemos 

/oo  roo 

F\x)*i¡j(x)dx  = / F(x)*(p0(x)dx  = 

-oo  J — oo 

(7.6.10) 

/OO 

F(x)*  [y{x)  - Cífi{x)\  dx  = (F  - fi)  1,  </?) , 

-OO 

donde  /?  = (F.(p\)* . Esto  corresponde  a una  funcional  regular  definida  por  una 
primitiva  de  f{x). 

Más  generalmente,  la  ecuación  diferencial 

an(x)y(n)  + an_1(a:)y(n-1)  + b a0(x)y  = 0,  (7.6.11) 

donde  a.k(x)  E C°°(W),k  = 0,1,...,  ra,  no  tiene  otras  soluciones  en  K.*  que  las 
correspondientes  a las  soluciones  clásicas  de  esa  ecuación  en  C°°(]R),  a menos  que 
an(x ) tenga  ceros.  En  ese  caso  pueden  existir  nuevas  soluciones  cuyas  derivadas 
tienen  soporte  concentrado  en  los  ceros  de  an(:r)5.  También  puede  ocurrir  que  las 
soluciones  clásicas  no  permitan  definir  una  distribución.  Esto  se  muestra  en  los 
siguientes  ejemplos. 


Ejemplo  7.8.  Consideremos  la  ecuación  xy'  — 0.  Sus  únicas  soluciones  en  el 
espacio  de  funciones  C°°(M)  son  las  constantes.  En  el  espacio  KT  ella  implica 


{xy',  <p(x))  = - ( y , [x  = 0 , 


(7.6.12) 


V </?(x)  € ¡C.  Esta  relación  sólo  define  a la  funcional  y sobre  el  subespacio  de  las 
funciones  de  prueba  que  son  la  derivada  de  una  función  de  /C  que  se  anula  en  x = 0. 
Siempre  podemos  seleccionar  dos  funciones  <fi(x),  (^2(x)  6 IC  tales  que 


/oo  rO 

<p1(x)dx  = 1,  (1  -e{x),yi(x))  = / ip1(x)dx  = 0, 

-oo  J — OO 


(7.6.13) 


/oo  rO 

<p2(x)dx  = 0,  (1  -9(x),ip2(x))  = / ip2(x)dx  = 1. 

oo  J — oo 

Dada  <p(x)  E JC  arbitraria,  llamemos 

/oo  rO 

ip(x)dx,  C2  — (1  — 0(x),  <f(x))  — / ip(x)dx.  (7.6.14) 

-OO  J — OO 


5Recordemos  que  toda  distribución  con  soporte  concentrado  en  un  punto  xo  es  una  combinación 
lineal  de  la  funcional  S(x  — xq)  y de  un  número  finito  de  sus  derivadas  (ver  ec.  (7.5.33)). 
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La  función  <po(x)  = <p(x)  — Citpi(x)  — C2<fi2(x)  satisface 

/OO 

<p0(x)  dx,  = Ci  - Ci  - 0 = 0 , 

OO 

(1  — 9(x),(p0(x))  = í <p0(x)  dx  = C2  — 0 — C2  = 0 . 

J — OO 


(7.6.15) 


En  consecuencia,  su  primitiva  ip(x ),  definida  como  en  (7.6.3),  es  una  función  de  /C 
que  se  anula  en  el  origen.  Por  lo  tanto,  por  (7.6.12)  tenemos  que  para  toda  (f(x)  € /C 
es 


(y,<p)  = (y,  i>'(x)  + Ci<pi  (x)  + C2<p2(x))  = 


(7.6.16) 


= 0 + Cx  ( y , ipi(x))  + C2  {y,  ip2(x))  = (al  + /3(1  - 9{x)),<p)  , 


donde  a = (y,  ipx)*  y (3  = (y,  <^2)* • 

Vemos  entonces  que  hay  dos  soluciones  linealmente  independientes  para  la  ecua- 
ción xy'  = 0:  yi  = 1 y y2  = 6(x).  Esto  es  evidente  para  la  primera,  y es  fácil  de 
verificar  para  la  segunda, 


(x  d'(x),ip(x))  = (6(x),x  <p(x))  = [x  <p{x)\x= o = 0 . 


Esto  también  muestra  que  x¿(rr)  = 0. 


(7.6.17) 


Ejemplo  7.9.  Consideremos  ahora  la  ecuación  x ( xy ' + y)  = 0.  Las  soluciones 
clásicas  satisfacen  ( xy ' + y)  = 0 para  x ^ 0,  de  modo  que  y(x)  ~ 1/x,  que  no  es 
localmente  sumable.  En  todo  caso,  deberíamos  estudiar  si  la  regularización  que 
ofrece  la  distribución  VPl  es  solución  de  aquella  ecuación  (ver  ejercicio  98,  pág. 
251).  Pero  en  el  espacio  K tenemos  también  una  solución  con  soporte  concentrado 
en  el  origen,  y = á(x),  pues  xS(x)  = 0 así  como  x2S'(x)  = 0,  como  puede  verificarse 
fácilmente. 


Ejemplo  7.10.  Consideremos  ahora  la  ecuación  diferencial  x3y'  + 2y  = 0.  La 
solución  clásica  en  el  espacio  de  funciones  corresponde  a 

^ log  y{x)  = ^-x~2  ^ y(x)  = C e1/x2  . (7.6.18) 

Pero  como  esta  función  no  es  integrable  en  ningún  intervalo  que  contenga  a x = 
0,  ella  no  permite  definir  una  funcional  regular.  Más  aún,  dado  que  presenta  una 
singularidad  esencial  en  el  origen,  tampoco  admite  una  regularización  (al  estilo  de 
VP^,  restando  de  la  función  de  prueba  un  determinado  polinomio  de  Taylor  en  un 
entorno  del  origen)  que  permita  definir  una  distribución  singular.  De  ese  modo,  la 
única  solución  en  IC*  es  la  trivial,  y = 0. 
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7.7.  La  distribución  xA 


Consideremos  la  función 


xA  - 


0,  para  x < 0 , 


xA,  para  x > 0 , 


(7.7.1) 


para  — 1 < A < 0.  Como  es  localmente  integrable,  permite  definir  una  distribución 
regular  como 


re 

(x  +,¥>)  = 

Jo 

Su  derivada  como  función, 


xAy?(x)  dx,  — 1 < A < 0 . 


(7.7.2) 


dxA 

dx 


0,  para  x < 0 , 

< 

A Xa-1,  para  x > 0 , 


(7.7.3) 


no  es  integrable  en  ningún  intervalo  que  contenga  al  origen,  y no  corresponde  a una 
distribución  regular. 

Pero,  naturalmente,  su  derivada  como  distribución  existe  y está  dada  por 

/I  roo 

xxip'(x)  dx  — J xxip'(x)  dx  = 


= - (*A [</?(*)  - ¥>(°)])  lo  + í XxX  1 [¥>(*)  - ¥>(°)]  dx 

Jo 

/oo 

Xx>‘~1tp(x)  dx  = 


(7.7.4) 


r 1 roo 

= J Axa_1  [<p(x)  — <£>(0)]  dx  + J Axa-1<£>(x)  dx  + y>(0) , 

para  todo  — 1 < A < 0.  Esta  expresión  define  una  funcional  singular  que,  para 
funciones  de  prueba  que  se  anulan  en  x = 0,  se  reduce  a tomar  la  integral 

A xx~1(p(x)dx.  (7.7.5) 

Para  funciones  de  prueba  arbitrarias,  <¿>(0)  ^ 0,  y la  última  línea  de  la  ecuación 
(7.7.4)  constituye  una  regularización  de  la  integral  en  (7.7.5),  que  en  ese  caso  es 
divergente. 

Teniendo  en  cuenta  (7.7.3),  resulta  natural  definir  la  funcional  xA , para  —2  < 
A < — 1,  a partir  de  la  ecuación  (7.7.4)  como 


x 


A 

+ 


(7.7.6) 
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que  evidentemente  es  lineal  y continua  en  fC. 

En  esas  condiciones,  para  —2  <A<0,  A ^ — 1 y V € /C,  tenemos 

(z+,  V?)  = J xx[p(x)  — <¿>(0)]  dx  + xX(p(x)  dx  + , (7.7.7) 

expresión  que  se  reduce  a (7.7.2)  para  —1  < A < 0. 

Extendiendo  de  ese  modo  la  definición  de  x^_,  hemos  obtenido  una  expresión 
para  los  valores  que  esa  funcional  toma  sobre  funciones  de  K.  que  tiene  sentido  en 
una  región  más  amplia  del  parámetro  A,  y que  se  reduce  a la  expresión  original  para 
— 1 < A < 0.  De  hecho,  el  segundo  miembro  de  (7.7.7)  constituye  una  extensión 
analítica  en  A del  segundo  miembro  de  (7.7.2). 

En  efecto,  para  toda  <¿>(x)  E /C,  F( A*)  :=  (ar^.,  (f)  es  una  función  analítica  de  A* 
en  la  región  — 1 < 9?(A)  < 0 (donde  la  funcional  es  regular).  Su  derivada  está  dada 
por  — = lri  x xx‘  (f(x)  dx,  ya  que  esta  integral  es  absoluta  y uniformemente 
convergente  para  esos  valores  de  A.  La  extensión  analítica  de  F( A*)  permite  definir 
la  funcional  x^_  para  todo  valor  de  A donde  aquella  existe. 

En  ese  sentido,  para  — 1 < A < 0 podemos  escribir  (x+,  <p)  de  la  forma6 


M-,  <p)  = I x 

Jo 


n—  1 l. 
X 


k= 0 


dx  + 


(7.7.10) 


+/  A>(*)^+Eíi^0) 


+ k)  ' 


Ahora  bien,  como  funciones  de  A,  la  primer  integral  en  el  miembro  de  la  derecha  de 
(7.7.10)  converge  para  üR(A)  > —n  — 1,  la  segunda  converge  VA  complejo,  mientras 


6Este  procedimiento  es  similar  al  que  permite  extender  analíticamente  la  definición  de  la  fun- 
ción r (A) : para  A > — 1 se  tiene 


r(A  + 


/*! 

/ xxe~x  dx  = 

/ 

Jo 

Jo 

-E 


(-i)*** 


k= 0 


fc! 


dx  + 


rOC 

l 


e x dx  + 


(7.7.8) 


hk'<x+1 +*>’ 


expresión  que  se  extiende  analíticamente  a 5i(A)  > — n — 1,  y presenta  polos  simples  en  A = 
—1,  —2, con  residuos  dados  por 

(-1)* 


Resr(A  + l)|A=_fc_x 


fc! 


(7.7.9) 
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que  la  última  suma  presenta  polos  simples  en  A = —1,  —2, — n,  cuyos  residuos  son 

Res  (4,  *>)!,._*-,  = ^ r - = (*“’<*>• *<*))  ■ <7'711) 

Podemos  decir  entonces  que  la  distribución  :rA  se  extiende  analíticamente7  a 
todo  el  plano  complejo  del  parámetro  A,  presentando  polos  simples  en  los  puntos 
A = —1,  —2, —n,  con  residuos  dados  por  las  distribuciones 

= ijjf  *“’(*)  ' <7'716> 

Nótese  que  V <p(x)  E K,  con  soporte  contenido  en  la  semirrecta  x < 0,  la  función 
(x^_,  </?)  es  idénticamente  nula  para  Sí(A)  E (—1,0).  En  consecuencia,  su  extensión 
analítica  al  resto  del  plano  toma  también  valores  nulos  para  tales  funciones  de  prue- 
ba. Es  decir,  el  soporte  de  la  extensión  analítica  de  x+  también  está  contenido  en  el 
semieje  positivo  x > 0. 


Finalmente,  señalemos  que  x+_1  y T(A)  presentan  polos  simples  para  los  mismos 
valores  de  A ( A = —k,  con  k E N).  Entonces,  la  distribución  <f>,\  :=  Vr(A),  que 
es  regular  para  3?(A)  > 0,  existe  por  extensión  analítica  en  todo  el  plano  complejo 
del  parámetro  A como  una  distribución  con  soporte  en  R+.  En  particular,  de  (7.7.16) 
y (7.7.9)  tenemos  que 


Res  x 


A— i I 

+ \\=-k 


lím  <F\  = _ . . . . 

A->-fc  Resr(A)|A=_fc 


(-1  )kSW(x)/k\ 

(— l)fc/fc! 


= 6W(x), 


(7.7.17) 


para  k = 0, 1, 2, 


7Este  procedimiento  de  definición  de  funcionales  por  extensión  analítica  en  un  parámetro  es 
conocido  como  proceso  de  regularización  de  integrales  divergentes  y suele  ser  muy  usado  en 
Física  por  conveniencia  de  cálculo.  Por  ejemplo,  la  integral 

rOO 

I = / x~3/2  (e~ax  - e~bx)  dx  (7.7.12) 

Jo 

puede  ser  entendida  como  el  valor  en  A = —3/2  de  la  función  analítica  definida  por 

roo 

/(A)  = / Xa  (e~ax  - e~bx)  dx , (7.7.13) 

Jo 

integral  que  converge  para  9?(A)  > —2.  Pero  para  5t(A)  > — 1,  /(A)  puede  ser  escrita  como 


/(A)  = J xxe~ax  dx-  j xxe~ax  dx  = (a-<A+1>  - fr<A+1> ) T(A  + 1) , 


(7.7.14) 


ya  que  cada  integral  es  convergente.  En  virtud  de  la  unicidad  de  la  extensión  analítica,  esa  igualdad 
vale  VA  ^ —1,  —2, ....  En  particular, 

/(— 3/2)  = (a1/2  - 61/2)  r(— 1/2)  = -(y¿-Vb) 


(7.7.15) 


7.8.  EL  ESPACIO  Z 


201 


7.8.  Transformación  de  Fourier  en  /C.  El  espacio  Z. 


Recordemos  que  el  conjunto  C£°(M)  es  un  subespacio  denso  del  espacio  de  Sch- 
wartz  (Ver  Capítulo  5).  Sea  <p(x)  E IC  C S.  Entonces,  su  transformada  de  Fourier 
es  también  una  función  del  espacio  de  Schwartz,  dado  que  T : S -H-  S. 

Pero  como  esa  función  es  de  soporte  compacto  tenemos 

r“M 

(7.8.1) 


e 1(TXip(x)  dx , 


donde  <p(x)  = 0 Vx  ^ (— a[<¿?],  a[<¿?]).  En  esas  condiciones,  ^(s)  puede  ser  definida 
para  valores  complejos  de  su  argumento,  s = a + ir.  En  efecto,  la  integral 


V>(s) 


V2ñ 

existe  para  todo  s E C,  puesto  que 

KMI  < 


ram 

2n  J—a[tp] 


e -iaxeTX<p(x)  dx 


e^a  ||y(ar) 

V^7T 


(7.8.2) 


(7.8.3) 


Similarmente,  las  derivadas  de  todo  orden  de  ijj(s)  también  existen  en  todo  el 
plano  complejo.  Ellas  están  dadas  por 

ra[ifi] 

e~l8X (—ix)n (p(x)  dx , (7.8.4) 


ra\ 


dado  que  esas  integrales  convergen  absoluta  y uniformemente  en  s para  todo  n E N: 


„Ta  ||_íi 


|^<")(*)|  < e para  |3(s)|  < T,  con  T > 0. 


(7.8.5) 


Por  lo  tanto,  la  transformada  de  Fourier  de  una  función  del  espacio  K,  es  una 
función  analítica  entera  (holomorfa  en  todo  el  plano  - sin  singularidades,  excepto  en 
el  infinito). 

Ya  sabemos  que  dicha  transformada  de  Fourier  es  también  una  función  de  de- 
crecimiento rápido  sobre  el  eje  real.  Para  s complejo  tenemos 

ra[v] 


i ra[ip\ 

py  i»>]W  = _/  c-¡*v,)W^  = 

V2x  j-4.] 


i raM 

-7^  / (¿S) 

V 27T  J — a\tn\ 


(7.8.6) 


para  todo  q,  de  donde  resulta  que 


|s9^(s)|  < 


^ e lsxip(x)  dx  = (is)9  'il’(s) 


(7.8.7) 
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Similarmente, 


. ,,,  . el3(s)l“||  (xV(^))(<7)  ||i 

v27T 


(7.8.8) 


En  consecuencia,  tjj(s)  es  una  función  de  decrecimiento  rápido  sobre  toda  recta 
paralela  al  eje  real  (S(s)  = constante). 


Inversamente,  toda  función  analítica  entera  que  verifica  desigualdades  de  la 
forma 

Is'VOOl  < Kq[iP]  e^a^,  Wqe  N (7.8.9) 

(donde  las  constantes  Kq  y a dependen  de  'ip(s))  es  la  transformada  de  Fourier  de 
una  función  <p(x)  E C¿°(M)  que  se  anula  idénticamente  para  |x|  > a. 

El  conjunto  de  las  funciones  analíticas  enteras  que  verifican  (7.8.9)  constituye  un 
espacio  lineal,  denotado  por  Z.  De  ese  modo,  la  transformación  de  Fourier  establece 
una  correspondencia  biunívoca  entre  los  espacios  JC  y Z, 


F:K**Z. 


(7.8.10) 


Restringiendo  los  argumentos  de  las  funciones  contenidas  en  Z a valores  reales, 
tenemos  que  Z C S es  un  subespacio  denso  de  L2(M).  En  efecto,  sea  x{°)  £ L2(M), 
y supongamos  que  x(a)  -L  -Z-  Entonces, 


(X,  VOl^r)  = °>  V'0(o')  € Z =► 

(7.8.11) 

=>  (-^“‘[xK^.VÍ^JLaíR)  = °»  Vv>(ar)  e /C. 

Y como  K,  = Q°(M)  es  denso  en  L2(R),  es  P~l[x\  = 0 =>  \ = 0-  P°r  1°  tanto,  todo 
vector  de  L2(M)  está  contenido  en  Z. 


La  ecuación  (7.8.4)  muestra  que  si  'ip(s)  E Z =>  ^q\s)  E Z,  dado  que 
[(— ix)n(p(x)\  E K,.  Es  decir, 

^-:Z^Z.  (7.8.12) 

as 

Evidentemente,  el  espacio  Z también  es  invariante  frente  al  producto  por  funcio- 
nes analíticas  enteras  de  crecimiento  polinomial  sobre  rectas  horizontales  (en  parti- 
cular, polinomios):  si  P(s)  es  una  función  entera  que,  para  ciertas  constantes  C > 0 
ym>0yb>0,  satisface 

\P(s)\  < C (1  + |s|m)  e'3(s)|6  =►  P{s)^{s)  E Z , V^(a)  E Z . (7.8.13) 


También  es  posible  trasladar  las  funciones  de  Z sin  sacarlas  de  ese  espacio.  En 
efecto,  si  i¡j(s)  E Z =>  ip(s  + h)  E Z,  W h E C. 
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Por  lo  dicho  anteriormente,  vemos  que  la  transformación  de  Fourier  establece  una 
correspondencia  (lineal)  biunívoca  entre  el  espacio  JC  y el  espacio  Z,  F : JC  «-»•  Z.  Es- 
to permite  introducir  en  Z un  sentido  de  convergencia  a partir  de  la  convergencia 
en  JC:  se  dice  que  ipn(s)  ip(s)  en  Z si  <pn(x)  = F~1[il>n](x)  — » <p{x)  = F~l\^\{x) 
en  JC. 


Esto  implica,  en  particular,  la  convergencia  uniforme  en  toda  región  acotada  del 
plano  complejo  de  la  secuencia  de  las  derivadas  a la  correspondiente  derivada 

del  límite,  En  efecto8,  como  | ipn{x)  ~ v{x)\  < £n  , Va;,  tenemos  que 


e-isx(-ix)k 


[<Pn(x)  - <P(X)]  dx 


< 


~Í!g|S>(s)|a  gk  a 

-]K=-  \\vn{x)  -v(x)\\l  < 2 a£n  , 

V27t  v27t 


(7.8.15) 


V|S(s)|  < T,  lo  que  puede  hacerse  tan  pequeño  como  se  quiera  con  sólo  tomar  n 
suficientemente  grande. 

Por  otra  parte,  como  ip(s)  E Z es  una  función  analítica  entera,  su  series  de  Taylor 
converge  en  todo  el  plano  complejo.  Entonces,  para  la  función  trasladada  podemos 
escribir 

00 

i/j(s  + h)  = tp('k\s)yh  E C . (7.8.16) 

k= o "" 

Esta  serie  también  converge  en  el  sentido  de  la  convergencia  en  el  espacio  Z,  pues 


F 


-i 


£?>(•) 


(*)  = É 17\  ? 1 [V’(fc)(«)]  0*0  = 


_k= 0 

= ¿ Tí  (““0*  VÍX) 


k= 0 


ihx 


k= 0 


¥>0*0 


(7.8.17) 


en  el  sentido  de  la  convergencia  en  JC. 


8Similarmente, 


| («)*  [^fc)W-^(fc)W]|  =^1/”  «"*“{(-«)*  [Vn(x)-^(*)]}(,) 


< — 1=  e'^OI - ||  {xk  [ipn(x)  - ^(*)]}(9)  II,  -»•  0 
\]  ¿is 


(7.8.14) 


cuando  n —¥  oo. 
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7.9.  Distribuciones  sobre  Z 


De  forma  similar  a como  se  hizo  con  el  espacio  IC,  se  introducen  las  funcionales 
lineales  y continuas  sobre  el  espacio  Z.  Estas  distribuciones,  que  pueden  ser  re- 
gulares o singulares  (con  el  mismo  significado  que  antes),  conforman  el  espacio  dual 
Z*  respecto  de  operaciones  lineales  definidas  de  la  misma  manera  que  antes. 
Además,  se  define  la  convergencia  débil  en  Z*  de  modo  que 

9n~>  9 si  (gn,ip)  -*  {g,i 0,  V^(a)  € Z . (7.9.1) 

También  se  define  una  operación  de  derivación  sobre  elementos  de  Z*  de  modo 
que,  para  toda  función  ip(a)  € Z , la  distribución  derivada  satisface 

(g'^)  = -M')-  (7.9.2) 

Al  igual  que  la  derivación  en  IC*,  ésta  es  una  operación  continua:  si  gn  — » g en  Z* , 
entonces  = -{gn,V)  ~{g^)  = (tf'.VO- 

En  particular,  L2(M)  C Z*.  En  efecto,  si  g(a)  E L2(K),  ella  permite  definir  una 
distribución  regular  sobre  Z como  el  producto  escalar 


(g,  VO  ■=  (5»l2(R)  • (7-9.3) 

Esta  funcional  es  evidentemente  lineal.  Para  ver  que  también  es  continua,  tomemos 
una  secuencia  ipn((r)  — > i¡j(cr)  en  Z.  Esto  significa  que  sus  antitransformadas  de 
Fourier  (pn(x)  — > ip(x)  en  IC  y,  por  lo  tanto,  también  convergen  en  media.  En  esas 
condiciones,  siendo  f(x)  = .T7-1  [<7]  (x)  (en  el  sentido  de  L2(M)),  y teniendo  en  cuenta 
las  propiedades  de  T y la  continuidad  del  producto  escalar  en  L2(M),  tenemos 


Í9i  V’n)  — (íbV’n) L2(R)  (/)  Vh)l2(R)  ~^n-^oo 

— ífi^p) l2(R)  = (^>^’)l2(R)  = G/>V0  • 

7.10.  Transformación  de  Fourier  en  IC* 


(7.9.4) 


Hemos  visto  que  la  transformada  de  Fourier  establece  una  correspondencia  bi- 
unívoca  entre  los  elementos  de  los  espacios  IC  y Z,  que  preserva  las  operaciones 
lineales  y la  convergencia  de  secuencias.  Es  posible  establecer  una  correspondencia 
similar  entre  los  respectivos  espacios  duales,  IC*  y Z* , que  generaliza  la  correspon- 
dencia inducida  por  T entre  sus  subespacios  L2(M). 

En  efecto,  para  toda  f(x)  E L2(M),  cuya  transformada,  g(<r)  = J~[f]{(r)  € L2(M), 
y para  toda  función  ip(x)  E IC,  cuya  transformada  ipi*7)  = 3~[íp\{o)  E Z,  tenemos 


~ (/)  ¥0l2(R)  — G7>^0l2(R)  — GbVOz  > 


(7.10.1) 


7.10.  TRANSFORMACIÓN  DE  FOURIER  EN  K* 


205 


donde  hemos  incluido  como  subíndice  el  espacio  en  que  actúa  cada  funcional. 

Dada  f E JC*  diremos  que  g E Z*  es  su  transformada  de  Fourier  si,  para  toda 
il>(a)  E Z,  se  cumple  que 

(s,  VOz  = (/>  V)k  - (7.10.2) 

donde  <p(x)  = E IC.  Esta  relación  puede  entenderse  como  una  generali- 

zación de  la  igualdad  de  Parseval. 

Cada  distribución  f E IC*  define,  a través  de  esa  relación,  una  funcional  lineal  y 
continua  sobre  Z,  que  denotamos  por  J-[f  ]: 

■■=(/, x-'w)k-  (7-10-3) 

En  efecto,  es  evidente  que  T[f]  así  definida  es  lineal.  Veamos  que  también  es  conti- 
nua. Consideremos  una  secuencia  convergente  (pn{x)  — > <p(x)  en  fC;  sus  transforma- 
das de  Fourier  x¡> n(cr ) — > xp(a)  en  Z.  Entonces,  de  (7.10.3)  resulta  que 

(•H/L  n)z  = (/,  Vn)K  (/,  v)k  = (HM)z  - (7.10.4) 

dada  la  continuidad  de  /. 

En  ese  sentido,  toda  distribución  sobre  IC  tiene  una  transformada  de  Fourier,  que 
es  un  elemento  de  Z*, 

T : IC*  Z* . (7.10.5) 

Además,  si  f\,f2  E IC*  tienen  la  misma  transformada,  E Z*,  entonces 

Vy?  e IC  tenemos  (T[fi  - f2],^)z  = (/1  “ / 2 , ^)jc  = 0 =►  /1  = f 2 • 

Inversamente,  toda  distribución  sobre  Z define,  a través  de  la  ec.  (7.10.2),  una 
distribución  sobre  IC  de  la  que  es  su  transformada  de  Fourier.  En  consecuencia,  J-  es 
una  aplicación  biunívoca  de  IC*  sobre  Z* , J-  : IC*  Z*.  Su  inversa,  J-~l  : Z*  — »•  IC*, 
satisface  que 

(•77-1  [£]>¥>) a:  = Vy>(;r)  €/C,  (7.10.6) 

y se  tiene  que  [} r[/]]  = /,  V f E IC*  y J = g,  V g E Z*. 

La  transformación  de  Fourier  J-  : IC*  — > Z*  es  una  aplicación  continua  (respecto 
de  la  convergencia  débil  de  funcionales).  En  efecto,  si  fn  — * / en  el  espacio  IC* 
entonces,  para  toda  E Z,  se  tiene 

{Hfn]^)z  = (fn,<p),c  -»•  (/,¥>)*;  = {F[f],^)z  > (7.10.7) 

donde  y?(a;)  = J-~l\i¡)\{x).  Por  lo  tanto,  también  se  tiene  que  J-[fn]  —>  J~[f]  en  Z* . 
Similarmente,  su  inversa  J-~l  : Z*  —>  IC*  es  también  una  aplicación  continua. 
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Puede  comprobarse  fácilmente  que  son  válidas  las  mismas  fórmulas  que  para  las 
transformadas  y antitransformadas  de  Fourier  de  derivadas  de  funciones  en  S\ 


m = n-i*f\  =>  hp(x)  n = p(í£)w 


(7.10.8) 


nr\ = =>  pww = p[p(-ié)  n • 


Por  ejemplo, 

= ~ (/»  ~íxíp(x))k  = 

= (-ixft(p(x))K  = (Jr[-ixf]íip{(r))z  , V^(o-)  eZ. 


(7.10.9) 


Ejemplo  7.11.  La  trasformada  de  Fourier  de  la  distribución  á(x)  está  dada  por 

(H5(x)l^))z  = is(.x)Mx))ic  = T’í0)  = 

1 


J_  f 

V2 ñJ-, 


ip(a)  de 7 


y/2¿' 


(7.10.10) 


,V^)e2. 


Por  lo  tanto,  ^-"[¿(x)]  = \¡y/2/ñ. 

Similarmente,  para  la  transformada  de  Fourier  de  una  constante  tenemos 


/OO 

(p(x)dx  = y/ 2^(°)  = 

-OO 


(7.10.11) 


= V27rá(a 


para  toda  xp(a)  E Z.  Entonces,  Pfl]  = y/2ñó(a). 


Ejemplo  7.12.  Consideremos  ahora  un  polinomio  P(x ) (^  L2(K)).  Tenemos 

P[P(x)}  = P[P(x)  1 } = P (i~^j  P[l]  = y/2 ñP  (i£\  S(a) , (7.10.12) 

que  es  una  distribución  con  soporte  concentrado  en  el  origen. 

Similarmente, 
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Ejemplo  7.13.  La  función  e61  € C°°(M)  define  una  distribución  regular  y,  en  ese 
sentido,  tiene  una  transformada  de  Fourier.  En  efecto,  tenemos 

z = (c*-l  ,*>(*))K  = = 

5 (a) (a  — (ib)* )^j  = \/2i vip(—(ib)*) 

k= 0 

= ^ ((-l)N<‘>(a),V-M)  , 

k= 0 

para  toda  función  (entera)  xp( a)  6 Z.  La  convergencia  de  esa  serie  numérica  para  to- 
da función  de  prueba  corresponde  a la  convergencia  débil  de  la  serie  de  distribuciones 
(formalmente  una  serie  de  Taylor) 

OO  / *L\fc 

S(a  + ib)  :=  F[ebx](cr)  ’ (7.10.15) 

fc=o 

donde  la  distribución  ó (a  + ib)  así  definida  tiene  soporte  concentrado  en  un  único 
punto,  de  modo  que  toma  el  valor  nulo  sobre  sobre  toda  función  de  prueba  que  se 
anule  en  s = —(ib)*. 


(7.10.14) 


En  el  caso  general,  el  hecho  de  que  las  funciones  del  espacio  Z sean  analíticas 
enteras  permite  definir  funcionales  trasladadas , g(a)  —¥  g(a+h),  mediante  la  relación 

(g(a  + h)^(a))z:=(g(a)^(a -h*))z,  V^(cr)eZ,  (7.10.16) 

lo  que  evidentemente  corresponde  a una  funcional  lineal  y continua.  Téngase  en 
cuenta  que  si  if)n(<r)  — » ip(a)  en  Z , también  converge  la  secuencia  de  funciones 
desplazadas,  i¡)n(<J  — h*)  — > i¡j(cr  — h*). 

Teniendo  en  cuenta  que  la  serie  de  Taylor  para  i/>(<t)  también  converge  en  Z,  y 
que  g es  continua,  tenemos 

(g(a  + h),ip(a))z  = ^—^-(g(a),'ip{k\a))z  = 

k= 0 

(7.10.17) 

= „1™,  • 

\k—0  / z 
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de  donde  resulta  la  convergencia  débil  de  la  serie 

g{a  + h)  = ¿Tj -9(k\a) 


k= 0 


(7.10.18) 


En  ese  sentido,  las  distribuciones  sobre  Z son  analíticas  enteras. 


Consideremos  ahora  una  distribución  f E IC*  de  soporte  compacto  contenido  en 
[—a,  a].  Ya  sabemos  que,  Ve  > 0,  tales  funcionales  pueden  ser  representadas  como 
sumas  de  derivadas  de  distribuciones  regulares  definidas  por  funciones  continuas 
fe,k{x)  con  soporte  contenido  en  [—  (a  + e),  a + e]  (ver  ec.  (7.5.32)), 


/ = E(AíW)w- 


(7.10.19) 


k= 0 


Su  transformada  de  Fourier  está  dada  por 

= eLo(-i)*  (/^w.u-'wwf1) 


K 


(7.10.20) 


= ELoí-1)^  {F[feÁx)l  (tff)V(ff))z  = (J2=0{io)k9e,k{a)M°))z  , 

donde 


/a+e 
(a+e) 


■ix) 


dx 


(7.10.21) 


I—  (a+e)  n/27T 

la  transformada  de  Fourier  de  una  función  continua  de  soporte  compacto,  es  una 
función  analítica  entera  de  su  argumento  que  satisface 


9ÍÍ(S) 


< e'9»-»-1-»  h±£>!  ||  hk(x)  ||t 

v27T 


(7.10.22) 


En  consecuencia,  Ve  > 0,  la  transformada  de  Fourier  de  una  distribución  de 
soporte  compacto  puede  ser  representada  como  una  distribución  regular  definida 
por  una  función  analítica  entera  de  crecimiento  polinomial  en  la  dirección  del  eje 
real. 


Hí\  = 9(<r)  = • 


(7.10.23) 


k= 0 


Finalmente,  obtendremos  la  transformada  de  Fourier  de  la  distribución  x* . Para 
ello  tendremos  en  cuenta  que  J-  : IC*  Z*  es  una  aplicación  continua. 


Ejemplo  7.14.  Consideremos  la  función  (localmente  integrable)  e~Txx^_,  con 
t > 0 y A > 0,  que  converge  uniformemente  a en  todo  intervalo  cerrado  [a,  6] , 
para  r — > 0+.  Entonces,  también  converge  débilmente  la  correspondiente  secuencia 
de  funcionales  regulares: 

lím  e~TXx>l  = x*.  en  IC*  =>•  lím  J-  re_rix;il  = T [VH  en  Z*  . (7.10.24) 

T->  0+  + + T->  0+  L +J  L +J 
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Ahora  bien,  para  r > 0 y A > 0,  e~Txx^_  E L2(M),  por  lo  que  su  transformada  de 
Fourier  como  distribución  es  una  funcional  regular  determinada  por  su  transformada 
como  fmición.  Teniendo  en  cuenta  que,  además,  e~TXxx¡_  E L/M),  dicha  transformada 
está  dada  por  la  integral 

1 r°° 

F [e~TXxx]  (u)  = - / e-i(a-ÍT)xxXdx.  (7.10.25) 

V27t  Jo 


Cambiando  la  variable  de  integración  por  £ = i (a  — ir)x  y corriendo  el  camino  de 
integración  de  la  semirecta  [0,  (r  + ia)oo)  al  semieje  real  positivo  tenemos 


p— ¿(A+1)7t/2 

F [e_T:r:rA]  (cr)  = j== — (a  — ir)~x ' 


VFñ 

T(A  + 1)  e_i(A+1W2 


roo 

1 e~*e 
J o 


VFñ 


(o  — ir) 


-A— 1 


En  esas  condiciones, 


T r i,  _ rjA  + ll^'W  _ 

•'  F+J  — y/Fñ  ^ 


distribución  definida  por  el  límite  débil 


(7.10.26) 


(7.10.27) 


(7.10.28) 


(a  - zO)-^1  :=  lím  (a  - ir )-A_1 . 

r— >0+ 

Por  otra  parte,  para  toda  i^{o)  62yVA>0, 

{F[x\],ip)z  = {x^,(p)K,  (7.10.29) 

donde  <p(x)  = F~ 1 [z/’]  (x) . Pero  ya  hemos  visto  que  el  miembro  de  la  derecha  se 
extiende  analíticamente  (de  manera  única)  a todo  el  plano  complejo  de  la  variable 
A,  presentando  polos  simples  en  A = —1.  — 2, . . . Por  lo  tanto,  la  funcional  F [xA  ] 
también  se  extiende  analíticamente  a todo  el  plano  A,  presentando  los  mismos  polos. 
De  (7.10.29)  resulta  que  dicha  extensión  representa  la  transformada  de  Fourier  de 

la  extensión  analítica  de  xx+  para  todo  A / — 1,  —2, 

En  particular,  la  funcional  Í>a+i  :=  xA /F(A  + 1)  existe  en  todo  el  plano  complejo 
A y tiene  por  transformada  de  Fourier  a 


x 


+ 


F(A+1) 


g— i(  A+l)7r/2 


VFñ 


(a  — zO) 


— A— 1 


(7.10.30) 


F[$X+1]=F 

En  particular,  para  A — > —k  — 1,  teniendo  en  cuenta  la  ecuación  (7.7.17),  tenemos 


T [<5<‘>(*)]  = 


eikn/2 

■\/27r 


(7.10.31) 


en  acuerdo  con  (7.10.8). 
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7.11.  Distribuciones  temperadas 

El  conjunto  de  las  funcionales  lineales  y continuas  (respecto  de  la  convergencia 
uniforme  de  las  derivadas  de  todo  orden  en  toda  la  recta)  definidas  sobre  el  espacio 
de  Schwartz,  S D /C,  constituye  el  espacio  de  las  distribuciones  temperadas, 

S * c JC*9. 

El  nombre  se  justifica  por  el  hecho  de  que  este  subespacio  de  fC*  no  contiene 
distribuciones  regulares  de  crecimiento  rápido,  como  ebx  con  üft(6)  / 0,  que  sí  tienen 
sentido  sobre  K.. 

Las  definiciones  de  las  operaciones  lineales,  de  derivación  y pasaje  al  límite  en 
S*  son  enteramente  similares  a las  dadas  anteriormente,  y no  serán  repetidas  aquí. 

También  se  puede  definir  el  producto  de  distribuciones  temperadas  por  funciones 
con  derivadas  de  todo  orden  de  crecimiento  polinomial:  h(x)  e C°°(M)  tales  que 

|'>“W|  <C,(1  + |*|)‘«,  S = 0, 1,2,...,  (7.11.1) 

para  ciertas  constantes  Cq  y kq  que  dependen  de  h(x). 

Se  puede  demostrar  que  toda  distribución  sobre  el  espacio  S es  la  derivada  de 
cierto  orden  finito  de  una  distribución  regular  definida  por  una  función  continua  de 
crecimiento  a lo  sumo  polinomial. 

Por  otra  parte,  dado  que  J-  : S -fT  S,  resulta  que  las  transformadas  de  Fourier  de 
distribuciones  sobre  S son  también  funcionales  sobre  ese  mismo  espacio.  De  hecho, 
J-  es  una  aplicación  biunívoca  sobre  S*, 

J :S*  <->  S\  (7.11.2) 

7.12.  Producto  directo  de  distribuciones 

Sea  <p(x,y)  E Q°(1R2).  Puede  definirse  una  funcional  lineal  y continua  (respecto 
de  la  convergencia  uniforme  de  las  derivadas  parciales  de  todo  orden)  sobre  ese 
espacio  mediante  el  producto  directo  de  dos  distribuciones  en  una  variable: 

(/(*)  x 9(y),  <p{x,  y))  ■■=  (g(y),  p(x,  y)))  . (7.12.1) 

En  efecto,  para  x fijo,  </?(x,  y)  E ICyi  de  modo  que  tiene  sentido  tomar 

X(x)  :=  ( g(y ),  <p(x,  y))  , (7.12.2) 

lo  que  define  una  función  de  soporte  compacto  (dado  que  ip(x,  y)  es  de  soporte 
compacto  en  l2,  y se  anula  para  |x|  > a[y?],  V y). 

^Nótese  que,  como  Z C *S  =>  <S*  C Z* 
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Por  otra  parte,  dado  que  g?(x,  y)  E C°°,  por  el  teorema  del  valor  medio  podemos 
escribir 

dfa(x  + ety)~  d¡¡ip(x,  y) 


-dxQy<p(x,y) 


¡dxd¡<p(x  + £i,y)  -dxd¡<p(x,y)¡  = \ex&*G$<p(x  + e2,y)\  < 


(7.12.3) 


< |e|  Mk[<p\  -»e->o  0,  Vx,y  eR,Vk  e N, 

donde  |e|  > |£T!  | > |e2|  > 0. 

Entonces, 

íím  vfo  + g.y) -yfoy)  = dxip^  } en  ^ e R (7.12.4) 

(donde  dxtp(x,y)  E C£°(M2)).  En  consecuencia,  como  g es  una  funcional  continua, 
V x E M tenemos 

x7 (x)  = Jim  (g{y),  + V\ — = (y(y),  dxip(x,  y))  . (7.12.5) 

£->0  £ J 

Con  el  mismo  argumento  vemos  que,  en  general, 

X(n\x)  = {g{y),d*ip(x,y))  . (7.12.6) 

Por  lo  tanto,  x(x)  E C£°(M),  y el  producto  directo  está  bien  definido: 

(f(x)  x g(y),  Ax,  y))  = (/(*),  x(x))  ■ (7.12.7) 

7.13.  Producto  de  convolución  en  Li(M) 

Sean  f(x),g(x)  E Li(M).  La  función  definida  por  la  convolución  de  f(x)  y g(x), 

/OO 

f(x-y)g(y)dy  e Lx(R).  (7.13.1) 

•00 

En  efecto, 

/OO  rOO  rOO 

\h{x)\dx<  l / \f(x-y)\\g(y)\dydx  = 

-00  J — OO  J — OO 

(7.13.2) 

/oo  roo 

/ 1/0*01  b(y)l  dxdy  = H/lli  ||y||i , 

00  J — 00 

donde  se  ha  cambiado  el  orden  de  integración  (lo  que  está  justificado  por  el  teorema 
de  Fubini,  ya  que  la  integral  doble  existe),  y se  ha  cambiado  la  variable  de  integración 
x x + y. 

Así  definido,  el  producto  de  convolución  es  asociativo  y conmutativo, 


(/  *g)*h  = f *(g*h),  f*g  = g*f. 


(7.13.3) 
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Por  ejemplo, 

/oo  roo 

f(x  -y)g{y)dy  = f(z)g(x- z)dz  = (g*  f)(x),  (7.13.4) 

•OO  J—  OO 

donde  se  ha  cambiado  la  variable  de  integración  por  z = x — y. 

La  convolución  (/  * g)  (x)  E L^R)  permite  definir  una  distribución  regular  sobre 


te, 


(/  * 9 , <é>) 


/"{/ 


/(*-y)p(y)dyJ  (p(x)dx, 


(7.13.5) 


donde  </?(#)  E /C.  Como  esta  función  es  acotada,  la  integral  doble  existe;  entonces 
se  puede  cambiar  el  orden  de  las  integrales  y la  variable  de  integración  x — >■  x + y, 
para  obtener 


/oo  roo 

/ f(x-y)*  g(y)*(p(x)dxdy  = 

•OO  J —OO 

/OO  rOO  r OO 

/ /(a?)*  0(y) V(*  + 2/)  dy  = / /(a:)*  (s(y),  <^(a:  + y))  dz  , 

ya  que  la  función  desplazada  y?  (a:  + y)  E tCy. 

En  la  Sección  anterior  hemos  visto  que  la  función 


(7.13.6) 


X(x)  = (g(y),  ip(x  + y))  E C°°(M)  (7.13.7) 


como  consecuencia  de  la  continuidad  de  y y de  que  ip(x  + y)  E C°°(]R2).  Pero,  en 
general,  y(a:)  no  es  una  función  de  soporte  compacto  en  la  recta  debido  a que  ip(x-\-y) 
no  es  de  soporte  compacto  en  el  plano,  sino  que  toma  valores  constantes  sobre  las 
rectas  x + y = constante. 

No  obstante,  existen  ciertos  casos  en  los  que 


(f  *9, 


f(x)*x(x)  dx 


(7.13.8) 


puede  interpretarse  como  el  valor  que  la  distribución  / toma  sobre  una  función  del 
espacio  IC. 


Por  ejemplo,  supongamos  que  la  función  g(y)  sea  de  soporte  compacto  en  la  recta 
y.  Como  (p(x  + y)  también  lo  es,  y su  soporte  se  desplaza  a medida  que  se  varía  x, 
se  ve  que  para  |x|  suficientemente  grande  la  intersección  de  ambos  soportes  es  vacía. 
En  esas  condiciones,  x{x)  £ P¿j°(R)  y 

(f*9,<p)  = (f,x)-  (7.13.9) 


Como  el  producto  de  convolución  es  simétrico,  la  misma  conclusión  se  obtiene  si 
f(x)  es  de  soporte  compacto,  intercambiando  los  roles  de  g(x)  y f(x). 
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Supongamos  ahora  que  el  soporte  de  g(y)  sólo  esté  acotado  de  un  lado,  digamos 
por  abajo.  Como  el  soporte  de  ip(x  + y)  se  desplaza  hacia  la  izquierda  cuando  x 
crece,  para  x suficientemente  grande  la  intersección  de  ambos  soportes  es  vacía.  En 
consecuencia,  existe  un  a[<¿>]  tal  que  si  x > a [<£>],  entonces  la  función  x(x)  = 0.  Es 
decir,  en  este  caso  x(x)  E C°°(R),  y su  soporte  está  acotado  por  arriba. 

Ahora  bien,  si  el  soporte  de  la  función  f(x ) también  está  acotado  por  abajo,  la 
intersección  de  los  soportes  de  f(x)  y x(x)>  Sop(/(x))  Q Sop(x(x)),  es  un  compacto. 
La  integral  en  el  segundo  miembro  de  (7.13.8)  sólo  es  sensible  a los  valores  de  x(x) 
en  esa  intersección,  y su  valor  no  cambia  si  cambiamos  la  función  x(x)  por  otra 
función  de  C£°(R)  que  coincida  con  ella  en  el  soporte  de  f(x): 

X(x)  — > %(a;)  € /C,  tal  que  x(x)  = x(x),  Va;  € Sop(/(a;)) . (7.13.10) 

En  esas  condiciones, 

/oo  roo 

f(x)*XÍx)dx=  / f(x)*x(x)  dx  = (/,  x)  ■ (7.13.11) 

•OO  J — OO 

Similares  conclusiones  se  obtienen  para  el  caso  en  que  los  soportes  de  f(x)  y g(x) 
estén  ambos  acotados  por  arriba. 

Vemos  entonces  que,  al  menos  cuando 

■ una  de  las  funciones  f{x)  o g(x)  tiene  soporte  compacto, 

■ ambas  funciones  tienen  soporte  acotado  del  mismo  lado, 

la  distribución  regular  definida  por  el  producto  de  convolución  f*g  puede  describirse 
como 

(/  * 9,  r)  = (/,  X)  (ó  (g,x))  , (7.13.12) 

donde  x(x)  E K,  es  tal  que 

x(x)  = x(x)  = {g(y),íP{x  + y)),  Vare  Sop(/(x)).  (7.13.13) 


Nótese  que  en  ambos  casos  la  intersección 


Sop(/ (x)  x g(y))  H Sop(^(zr  + y))  (7.13.14) 


es  un  compacto  en  el  plano.  Con  un  razonamiento  similar  al  anterior,  también 
podríamos  cambiar 

\ p{x  + y)  y>(x,  y)  E C£°(M2),  tal  que 


(7.13.15) 


<p(x,y)  = <p(x  + y),  V ( x,y ) E Sop (f(x)  x g(y)) , 
y representar  a la  distribución  f * g como  un  producto  directo  de  distribuciones, 


((/  * g)ix),  y>{x))  = if(x)  x g(y),  <^>(x,  y))  . (7.13.16) 
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7.14.  Producto  de  convolución  en  K,* 

Teniendo  en  cuenta  que  para  mostrar  que  x(x)  = (g(y),  <p(x  + y))  E C°°(M) 
sólo  hemos  recurrido  a la  continuidad  de  la  funcional  g , vemos  que  las  mismas 
consideraciones  hechas  en  la  Sección  anterior  valen  para  todo  par  de  distribuciones 
/,<?€£*. 

Entonces,  cuando  la  intersección  de  los  soportes  Sop (f(x)  x ^(y))flSop(</?(x  + y)) 
es  un  compacto  en  el  plano,  lo  que  ocurre  al  menos  cuando 

■ f ó g es  de  soporte  compacto, 

■ / y g tienen  soporte  acotado  del  mismo  lado, 

podemos  definir  el  producto  de  convolución  de  esas  distribuciones  como  un  pro- 
ducto directo:  V <p{x)  E IC, 

((/  * g)(x),  <p(x))  ••=  (f(x)  x g(y),  y)) , (7.14.1) 

donde  <p(x,y)  E Q°(M2)  tal  que 

ip(x,  y)  = ip{x  + y),  V ( x , y)  E Sop (f(x)  x g(y)) . (7.14.2) 


En  esas  condiciones,  se  puede  demostrar  que  el  producto  de  convolución  de  dis- 
tribuciones tiene  las  mismas  propiedades  de  asociatividad  y conmutatividad  que  la 
convolución  de  funciones  en  Li(R),  ecuación  (7.13.3). 


Ejemplo  7.15.  Si  / y g son  distribuciones  regulares  definidas  por  funciones 
localmente  sumables,  f{x)  y g(x),  que  tienen  su  soporte  contenido  en  la  semirrecta 
x > 0,  tenemos 

(/  * g,  <f)  = (/ 0*0,  (g(y),  + y)))  = 


rOO  rOO 

= f(xy  / g(y)*ip(x  + y)dydx  = 
Jo  Jo 

/•“  M raM 

= j f(xTj  g{y  — x)*ip(y)  dydx  = 


(7.14.3) 


( ry 

W f{x)g(y-x)dx  \ <p(y)dy  = 
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donde  <p(x)  E /C  tal  que  cp(x)  = 0,  Vx  > a\ip\.  Entonces,  la  convolución  f * g es  la 
distribución  regular  dada  por  la  función 

(/*$)(*)=/  /(O  9(x~Qd£=  [ f(x~0g(0d£-  (7.14.4) 

Jo  Jo 


La  funcional  S(x  — a)  es  de  soporte  compacto,  al  igual  que  sus  derivadas  de  todo 
orden,  de  modo  que  existe  su  convolución  con  todo  otro  elemento  de  /C*:  V <p(x)  E IC 
se  tiene 

(ó(x  -a)*  f(x),  (p(x))  = (f(x)  * 5(x  - a),  <p(  x))  = 

(7.14.5) 

= (f(x)  ( S(y  - a),  p(x  + y)))  = ( f(pc ),  <p(x  + a))  . 

Recordando  que 

(f(x  ~ a),<P(x))  ■=  ip(x  + a))  (7.14.6) 

vemos  que 

S(x  — a)  * f(x)  = f(x)  * S(x  — a)  = f(x  — a) . (7.14.7) 

En  particular,  para  a = 0, 

S(x)  * f(x)  = f(x)  *S(x)  = f(x) , (7.14.8) 

lo  que  muestra  que  ó(x)  es  la  unidad  respecto  del  producto  de  convolución. 

Si  Dx  es  un  operador  diferencial  a coeficientes  constantes,  tenemos 
(DJ(x)  * f(x),  <p(x))  = (f(x),  ( DyS(y ),  tp(x  + y)))  = 

= ( f(x ),  (%),  D*yv(x  + y)))  = ( f(x ),  (¿(y),  D*x<p{x  + y)))  = (7.14.9) 

= (f(x),D*xip(x))  = (Dxf(x),  <p(x))  . 

Por  lo  tanto, 

DxS(x ) * f(x)  = Dxf  (x) . (7.14.10) 

Además, 

(Dx{f  * g){x),  <p(x))  = ((/  * g)(x),  D*xtp(x ))  = 

= (/(*),  (9(y),DZ+y<p(x  + y))')  = (f(x),(Dyg(y),<p(x  + y))s)  = (7.14.11) 

= (/(*)  * Dxg(x),<p(x)) 

de  modo  que 

Dx(f  * g)(x)  = f(x)  * Dxg(x)  = Dxf(x)  * g(x) . (7.14.12) 
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Entonces,  un  operador  diferencial  a coeficientes  constantes  aplicado  sobre  un  pro- 
ducto de  convolución  actúa  sobre  uno  cualquiera  de  los  factores. 

Lema  7.1.  De  la  convergencia  fn  — » f en  tC*  se  deduce  la  convergencia  de 
fn*  9 f * 9 en>  al  menos,  las  siguientes  condiciones: 

m los  soportes  de  las  distribuciones  {/„}  están  contenidos  en  un  mismo  con- 
junto compacto, 

■ g es  de  soporte  compacto, 

■ los  soportes  de  {/„}  y g están  acotados  del  mismo  lado  y de  manera  inde- 
pendiente de  n. 

En  esos  casos,  el  producto  de  convolución  es  continuo  en  K.* , 

lím  (/„  *g)  = ( lím  fn)*g . (7.14.13) 

n—too  \n — ^oo  / 

Corolario  7.0.1.  Si  la  funcional  ft  depende  de  un  parámetro  t y existe  su  de- 
rivada débil  respecto  de  t, 

(dtft(x),<p(x))  :=  lím  , (7.14.14) 

entonces 

dt(ft*g)  = dtft*g  (7.14.15) 

en  cualquiera  de  las  siguientes  condiciones: 

■ las  funcionales  ft  tienen  sus  soportes  contenidos  en  un  mismo  conjunto  com- 
pacto, independiente  de  t, 

• g es  de  soporte  compacto, 

■ ft  y g tienen  soportes  acotados  del  mismo  lado,  y de  manera  independiente 
de  t. 

Es  sabido  que  la  transformada  de  Fourier  de  un  producto  de  convolución  de 
funciones  sumables  en  la  recta,  fi  (x) , /2  (x)  € L t ( M. ) , está  dado  por  el  producto  de 
sus  transformadas  de  Fourier,  J-[f\  * /2](<r)  = J'ifiK^)  (<T)-  Veremos  que 
esta  propiedad  se  extiende  al  producto  de  convolución  de  distribuciones  sobre  el 
espacio  K,  cuando  uno  de  los  factores  es  una  funcional  de  soporte  compacto. 

En  efecto,  si  /i,/2  € /C*  y /2  es  de  soporte  compacto,  el  producto  de  convolución 
fi  * Í2  está  definido  por 

(/i  * f 2,  g>)  = (/x,x)  > (7.14.16) 


donde 


x(x)  = {f2(y),<p{x  + y))eC~{R). 


(7.14.17) 
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Ya  sabemos  que  la  transformada  de  Fourier  de  una  distribución  de  soporte  com- 
pacto puede  ser  representada  como  una  distribución  regular  sobre  el  espacio  Z,  de- 
finida por  una  función  analítica  entera  de  crecimiento  polinomial  (ver  ec.  (7.10.23)), 
•^L/iiK*7)  — 9ÁG)-  En  esas  condiciones, 

x(x)  = (/a(2/),  <p(x  + y))K  = CF[/2(y)],  F[p{x  + y)])z  = 

= (92Í^),eiCTX'ip(a))z  = J™ooeiaxgZ(a)i/j(a)da  = (7.14.18) 

= V2ñ [gl  (cr)  x¡>(a)\  ( x ) , 

donde  ?p(<j)  = J-[(p(x)\(cr)  y donde  hemos  tenido  en  cuenta  que  el  producto  g2{^)  V’í0')  G 

Z. 

En  consecuencia, 

(/i  * f 2,  v)k  = (/i,\/2tt.F-1  IgZWMa)])^  = 

(Jr[f1],y/2ñg;(a)ip(a))z  = (y/2ñ  g2(cr)  .F[/i],  tp(cr))z  = (7.14.19) 


= Wi*/2W)2,V^)62. 

Por  lo  tanto, 

JVi  * A]  = V&í  JT/,1  , (7. 14.20) 

donde  una  de  las  distribuciones  tiene  soporte  compacto  y su  transformada  de  Fourier 
es  una  función  analítica  entera  de  crecimiento  (a  lo  sumo)  polinomial. 


7.15.  Aplicaciones  del  producto  de  convolución 

7.15.1.  Ecuaciones  elípticas.  Sea  p(x)  ,x  € K3,  una  densidad  de  masa  con- 
tinua y de  soporte  compacto.  El  potencial  gravitatorio  que  produce  satisface  la 
ecuación  diferencial  de  Poisson, 


Aeíx)  = p(x) , 


(7.15.1) 


cuya  solución  es  una  función  con  derivadas  continuas  de  segundo  orden  dada  por  la 
integral 


vM=^L 


p(  y) 


d3  y. 


(7.15.2) 


Ir3  II  x - y 

Ahora  bien,  esa  expresión  tiene  el  aspecto  de  una  convolución  (en  tres  dimensio- 
nes): 


v = G * p , 


(7.15.3) 
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donde  la  función  de  Green  del  Laplaciano  (ver  Ejemplo  7.16),  G = con  r = ||x||, 

4 7T  7* 

es  una  distribución  regular  definida  sobre  C¿°(M3)  que  satisface 

AG(x)  = 8 (x) . (7.15.4) 

Consideremos  ahora  una  distribución  arbitraria  de  soporte  compacto,  p E C£°(R3)*. 
La  distribución  definida  por  la  convolución  v = (^L)  * p satisface  la  ecuación  de 
Poisson, 

Av  = A ( * p | = (A ) *p  = 8*p  = p.  (7.15.5) 

\47rr  J \ Anr  J 

En  general,  dada  una  ecuación  diferencial  elíptica  a coeficientes  constantes, 

Lu  = / , (7.15.6) 

ella  puede  ser  estudiada  en  el  espacio  de  distribuciones  (tomando  por  inhomogenei- 
dad / a una  distribución  de  soporte  compacto). 

La  función  de  Green  de  L es  una  distribución  que  satisface 

LG  = S.  (7.15.7) 

Ella  está  definida  a menos  de  una  solución  de  la  ecuación  homogénea.  Si  G es 
conocida,  una  solución  particular  de  la  ecuación  inhomogénea  (7.15.6)  puede  ser 
escrita  como  u = G * f.  En  efecto, 

Lu  = L(G*  f)  = LG  *f  = 8*f  = f.  (7.15.8) 


Ejemplo  7.16.  La  función  de  Green  del  Laplaciano  en  un  espacio  de  dimensión 
n es  la  solución  de  la  ecuación  diferencial  inhomogénea 

<2 (715'9) 


AG  = S =>  G = 


2 nn/2 

donde  Qn  = 77: — 7—7  es  la  superficie  de  la  esfera  de  radio  1 en  dicho  espacio. 

r(n/2) 

En  efecto,  como  r2  " es  una  distribución  regular  (respecto  de  la  medida  de 
integración  dnx  = r”_1  dr  díl),  para  p(r,  Í2)  6 Qj°(M")  tenemos 

(Ar2~n,(p)  = (r2~n,Aip)  = lím  [ r2”"  A^(x)(fx  = 

e->0+  Jr>e 


lím  J ^(x)  - <p(x)  ^r2~n  + ^(x)Ar2-"}  <f*x . 


(7.15.10) 
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Teniendo  en  cuenta  que  r2  ",  función  homogénea  de  grado  (2  — n),  verifica  A r2  " = 
0,  tenemos  que 


(A r2“",  y>)  = lím  í { -e2-n  dr p(x)  + <¿>(x)  (n  - 2)  e1”"  } e""1 

£->0+  7r=e 

= lím  < — e I drip(x)  díln  + (n  — 2)  / <p(x)  díl* 

e^0+  ( ,/r=£  yr=e 


ííílr 


(7.15.11) 


= 0 + (2  - n)  ün  <p(0)  = (2  - n)  íín  (á(x),  <¿>(x))  , 


para  toda  <p(x)  € Cfi°(Rn). 

En  consecuencia, 

A((2^a)=á<x)'  (71512) 

para  n >3.  Para  dimensión  n = 2,  un  cálculo  enteramente  similar  muestra  que 


A 


= ¿(x)  • 


(7.15.13) 


7.15.2.  Ecuaciones  parabólicas.  En  la  teoría  de  la  transmisión  del  calor,  la 
temperatura  de  una  barra  infinita  evoluciona  según  la  ecuación 


du  d2u 

~dt=lh?' 


(7.15.14) 


donde  u(x,t ) tiene  una  derivada  primera  respecto  de  t y una  derivada  segunda 
respecto  de  x continuas  para  t > 0.  Si  la  distribución  inicial  de  temperatura  en  la 
barra  está  dada  por  la  función  «(a:,  t = 0)  = n(x),  la  solución  de  (7.15.14)  para  t > 0 
es 


(x-y) 


1 r00  — — 

u(x,  t)  = —==  / e 4t  y{y)dy.  (7.15.15) 

V 47TÍ  J- 00 

Si  fi(x)  E L i (IR.) , esta  integral  (que  existe  para  una  clase  más  amplia  de  funciones) 
puede  ser  escrita  como  la  convolución 


u(x,  t ) 


x 


2 


e 4£ 
s/Airt 


* y(x) . 


(7.15.16) 


En  el  caso  general,  podemos  suponer  que  y(x)  es  una  distribución  arbitraria 
de  soporte  compacto  (incluso  una  regular  de  crecimiento  polinomial),  mientras  que 
u(x,t)  en  (7.15.16)  es  una  distribución  en  la  variable  x que  también  depende  del 
parámetro  t. 
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La  derivada  débil  de  u(x,  t)  respecto  de  ese  parámetro  está  dada  por 

\ / x2  \ 


dtu(x,  t ) = dt 


í _x r 

2 4i 


y/Ant 


* fi(x) 


V 


= dt 


At 


* p(x) » 


(7.15.17) 


\/47rí 

\ / 

en  razón  de  las  propiedades  de  continuidad  de  la  convolución  antes  mencionadas. 
Por  otra  parte, 

f x2 
e At 


d2xu{x,t)  = d2x 


y/Ant 


\ 


\ 

( x2\ 

e At 

* fl(x) 

= dl 

y/Airt 

X 

/ 

V / 

* n(x) . 


(7.15.18) 


Finalmente,  teniendo  en  cuenta  que  E C°°  (M  x (M+\{0})),  de  modo  que 
sus  derivadas  como  distribución  y derivada  débil  coinciden  con  las  distribuciones 
regulares  definidas  por  las  respectivas  derivadas  parciales  como  función  de  ambas 
variables10,  y dado  que 


id  d2  1 
\di~dj?} 


x 

e At 


dt  dx2  J yfÁi rí 
vemos  que  u(x,  t ) satisface  la  ecuación  diferencial 


0, 


id  d2} 

{áí-&5r(x’í)=0' 


(7.15.20) 


(7.15.21) 


Además,  para  t — > 0+  también  satisface  la  condición  inicial, 
"2  \ f x2\ 


( x‘ 


lím 

t->o+ 


At 


y/ Ant 


H{x) 


= lím 

t-yO+ 


At 


* n(x)  = S(x)  * n(x)  = n(x)  (7.15.22) 


y/Aivt 

v j V / 

(ver  ecuación  (7.4.11)). 

En  el  caso  general,  dada  la  ecuación  diferencial  a coeficientes  constantes 

^ = p(¿)“’  (715'23) 
donde  u(x,  t ) es  una  distribución  en  la  variable  x que  depende  además  del  parámetro 
t,  el  problema  de  Cauchy  consiste  en  hallar  una  solución  que  se  reduzca  a una 
distribución  dada  fi(x)  para  t — >•  0+. 


10 


En  efecto, 


8‘  (t5í)  v{l)dx’  (71519) 


puesto  que  esta  integral  converge  uniformemente  para  t > 0. 
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La  solución  de  esa  ecuación  para  la  cual  la  condición  inicial  es  = S(x), 

G(x,t),  es  llamada  solución  fundamental.  Una  vez  conocida  G(x,t),  la  solución 
del  problema  de  Cauchy  se  expresa  como 

u(x , t ) = G(x , t ) * fi(x) , (7.15.24) 


suponiendo  que  la  convolución  en  el  miembro  de  la  derecha  esté  bien  definida.  En 
efecto,  para  t > 0 tenemos 


(7.15.25) 

= ~ p(J^^G(x,t)*fi(x)  = 0*v(x)  = 0, 

mientras  que 

lím  u(x,t)  = lím  G(x,t)  * u(x)  = S(x)  * u(x)  = a(x) . (7.15.26) 

t— >0+  t->0+ 


7.15.3.  Ecuaciones  hiperbólicas.  Una  solución  fundamental  de  la  ecua- 
ción de  las  ondas  en  una  dimensión, 


d2u  d2u 

(7.15.27) 

dt 2 dx2  ~ ° ’ 

está  dada  por 

G(x,  t)  = ^ {9{x  + 1)  — 6{x  — t)}  . 

(7.15.28) 

En  efecto,  es 

inmediato  mostrar  que11 

d2G  d2G 

(7.15.31) 

= 0. 

dt 2 dx2 

En  cuanto  a la  condición  inicial,  es  evidente  que 


lím  G(x , t)  = 0, 

t->o+ 

(7.15.32) 

lím  dtG(x , t ) = lím  — {á(x  + t)  + ¿(a:  — í)}  = ¿(a:) . 
t^o+  t->o+  2 

^La  derivada  débil  de  0(x  — t)  respecto  de  t está  definida  por 

dt  (9(x  - t),ip(x))  = dt  (fi(x)dx  = -ip(t)  = - (S(x  - t),¡p(x))  , (7.15.29) 

de  modo  que  dt8(x  — t)  = —6(x  — t).  Similarmente, 

dt  ( 6{x  - t),<p(x))  = dt<p(t)  = tp'(t)  = (S'(x  - t),<p(x))  , (7.15.30) 


de  donde  dtS(x  — i)  = —ó'(x  — t). 
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Llamemos  G(x,  t)  a la  derivada  débil  de  G(x,  t ) respecto  de  t, 

1 


G(x,t)  :=  dtG(x,t ) = - {¿(a;  + t)  + S(x  — i)} 


(7.15.33) 

Ella  constituye  una  segunda  solución  fundamental,  que  difiere  de  la  primera  en  las 
condiciones  iniciales  que  satisface. 

En  efecto,  también  resulta  inmediato  verificar  que 

d2G  d2G 


dt 2 dx 2 


0. 


(7.15.34) 


Por  otra  parte, 


lím  G(x,t)  = lím  dtG(x,t)  = S(x) , 

í->0+  t— S-0+ 


lím  dtG(x,t)  = lím  d?G(x,t ) = lím  dlG(x,t ) = 0, 
t->  o+  t-> o+  t— >o+ 


ya  que 


flím  {dlG(x,t),ip(x))  = fim  (G(x,t),¿%<p(x))  = 0 


(7.15.35) 


(7.15.36) 


por  (7.15.32). 


En  esas  condiciones,  la  solución  de  (7.15.27)  que  satisface  las  condiciones  iniciales 
u(x,t  = 0)  = r¿o(^),  dtu(x,t  = 0)  = Ui(x),  está  dada  por 


u(x , t)  = G(x,t ) * r¿i(a;)  + G(x , t ) * u0(a:) . 

En  efecto,  por  las  propiedades  de  la  convolución  resulta  evidente  que 

d 2 d 2 


(7.15.37) 


(&_ 

\dt?- 


dx 2 


u(x,  t)  = 


= { w ~ ¿ } G(x- ()  * “■ 1 <*>  + { w*  - ¿í  } o * “» w = 0 

Por  otra  parte, 

u(x , 0+)  = 0 * «i(a:)  + ó(x)  * ííqÍ^)  = u0(x) , 


(7.15.38) 


(7.15.39) 


dtu(x,t)  = S(x)  * ui(x)  + 0 * uo(x ) = ui(a;) . 

Nótese  que,  siendo  G(x,t ) y G(x,t ) de  soporte  compacto  Vi  > 0,  la  ecuación 
(7.15.37)  tiene  sentido  Vw0,  ui  /C*.  Por  otra  parte,  la  solución  puede  ser  escrita 
como 

u(x , t ) = G(x , t ) * Ui (x)  + — {á(x  + t)  + S(x  — f)}  * u0(x)  = 


G{x , t)  * ui(x ) + - {u0(x  + t)  + uq(x  - f)}  , 


(7.15.40) 
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en  términos  de  la  distribución  uq  trasladada.  Si  además  u\  es  regular12,  obtenemos 
la  solución  de  d Alembert, 

1 1 fx+t 

u(x,t)  = ~{u0(x  + t)  + uo(x-t)}  + - ui(y)dy.  (7.15.42) 

¿ ¿ Jx-t 

Para  el  caso  general  de  una  ecuación  de  orden  m en  t,  si  P(x,  t ) es  un  polinomio 
en  dos  variables  a coeficientes  constantes  y de  orden  m en  í,  el  problema  de  Cauchy 
consiste  en  hallar  la  solución  de  la  ecuación  diferencial 

9 8 ' ' ' ‘ (7.15.43) 


que  satisfaga  las  condiciones  iniciales 

u(x,  t = 0)  = u0(x),  dtu(x,  t = 0)  = Ui(x),  . . . , 

d™~lu{x,  t = 0)  = um-i(x) . 


(7.15.44) 


Se  llama  solución  fundamental  a aquella  distribución  Go(x,  t)  que  satisface  la 
ecuación  homogénea  (7.15.43)  y las  condiciones  iniciales 

G0(x, t = 0)  = 0,  dtG0(x,t  = 0)  = 0,  d?-lGo(x,t  = 0)  = ó(x).  (7.15.45) 

Nótese  que 

p (s- s) *«■<*■*>  = °-  = (715'46) 

dado  que  P tiene  coeficientes  constantes,  y que  además 
dkGo(x,t  = 0)  = 0,  dtdkG0(x,  í = 0)  = 0 , 

d?-1dkxGo(x,t=0)  = óW(x), 


dtG0(x , t = 0)  = 0 , dtdtG0(x,  t = 0)  = 0 , . . . , 


(7.15.47) 


d?-2dtGo{x,t  = 0)  =S(x), 


dr1dtG0(x,t)  = Q{^§i)G0(x,t), 


Para  u\  regular  tenemos 

(G(i,  t)  * u\ (i),  <p(x))  = (u1(y),(G(x,t),ip(x  + y)))  = 

= fZ  ui(y)  (s  fy-t  ^(x) dx)  dy  = fZ o (l  íx-t  uí(y)  ¿y)  vG) dx  ■ 


(7.15.41) 
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donde  Q(x,t ) es  un  polinomio  de  orden  m — 1 en  t,  de  modo  que 

) 

Se  ve  entonces  que,  tomando  combinaciones  lineales  de  dtG0(x,t),  G0(x,  t)  y de 
sus  derivadas  respecto  de  x,  es  posible  construir  una  segunda  solución  fundamental 
Gx(x,  t)  que  satisfaga  (7.15.43)  y las  condiciones  iniciales 


S(x).  (7.15.48) 


o 

d™  1dtG0(x,  t = 0)  = Am-i  ( ~q^ 


Gi(x,t  = 0)  = 0,  dtGi(x,t  = 0)  = 0, 


d?-2Gi(x,t  = 0)  = S(x ), 


d^1~1Gi(x,t  = 0)  = 0 . 


(7.15.49) 


Este  proceso  puede  continuarse  para  construir  nuevas  soluciones  fundamentales 
Gk(x,t),  con  k = 1,2,  ...,m  — 1,  con  derivadas  nulas  en  t = 0 a excepción  de 
%Gk(  x,t  = 0)  = S(x ),  para  finalmente  expresar  la  solución  de  (7.15.43)  y (7.15.44) 
como 


u(x,t)  = Gm-l(x,t)*Uo(x)  + Gm-2(x,t)*Ui(x)-\ \-Go(x,t)*Um-l(x)  . (7.15.50) 


7.16.  Derivación  e integración  de  orden  arbitrario 

Sea  g(x)  una  función  localmente  integrable  con  soporte  en  la  semirrecta  x > 0. 
La  primitiva  de  orden  n de  g(x)  que  se  anula  eni  = 0 está  dada  por  la  fórmula  de 
Cauchy, 

9(n)  (z)  = , ^ ^ g(y)  {x  - y)n~l  dy , (7.16.1) 

para  n = 1,2,...,  como  puede  comprobarse  fácilmente  integrando  por  partes. 

El  segundo  miembro  de  esta  igualdad  también  puede  ser  entendido  como  el  pro- 
ducto de  convolución  de  dos  distribuciones  regulares, 

9(n){x)  = g(x)  * = g(x)  * , (7.16.2) 

dado  que  ambas  funcionales  tienen  soporte  contenido  en  R+  (ver  ec.  (7.14.4)). 

Pero  el  miembro  de  la  derecha  de  (7.16.2)  tiene  sentido,  no  sólo  para  distribu- 
ciones regulares,  sino  para  toda  distribución  con  soporte  en  R+.  En  particular,  para 
n = 1 tenemos 

5(i)(^)  = g(x)  * = 9(x)  * 9(x) , (7.16.3) 

lo  que  corresponde  a una  primitiva  de  g como  distribución,  ya  que 

g{  1)0*0  = ^ (9{x)  * g(x))  = 9'(x)  * g(x)  = ó(x)  * g(x)  = g(x) . 


(7.16.4) 
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Nótese  que  Sop^q)  C M+.  En  efecto,  si  Sop(<¿>(a;))  n M+  = 0 entonces 


X{x)  :=  (%),  <p(x  + y))  = /“  <p(y)  dy  = 0,  Wx  > 0 => 

(7.16.5) 

=>  (g(x),  x(x))  = 0 =>  (^(i)(^),  v>(*))  = 0 • 

Por  lo  tanto,  g m es  la  primitiva  de  g que  tiene  su  soporte  contenido  en  R+. 


En  la  Sección  7.7  hemos  visto  que  la  distribución  <f>A  = 4-  x/r(A),  que  es  regular 
para  9?(A)  > 0,  existe  por  extensión  analítica  en  todo  el  plano  complejo  del  parámetro 
A como  mía  distribución  con  soporte  en  M+.  En  efecto,  dado  que  x^T1  y T(A)  sólo 
presentan  polos  simples  en  A = — fc,  con  k E N,  de  (7.7.16)  y (7.7.9)  tenemos 


lím 

\—>—k 


Res  1 1 


Res  T(A)|; 


(-1  )kóW(x)/k\ 
(-1  )k/k\ 


S(k)(x), 


(7.16.6) 


para  k = 0,  —1,  —2, . . . 

En  consecuencia,  la  convolución 


9(\)'=9*$\  (7.16.7) 

tiene  sentido  V g €E  JC*  con  soporte  contenido  en  M+  y se  extiende  analíticamente  a 
todo  el  plano  A como  una  distribución  con  soporte  en  esa  semirecta13.  En  particular, 
para  A = 0 tenemos 

0(o)  = g * $0  = g * S(x)  = g , (7.16.8) 

mientras  que  para  valores  enteros  negativos  de  A, 

9(-n)  =9*  $-n  =9*  S(n)(x)  = g(n)  (7.16.9) 

se  reduce  a la  derivada  n-ésima  de  g (como  distribución). 


Vemos  entonces  que  una  misma  expresión,  la  convolución  en  el  miembro  de  la  de- 
recha de  la  ec.  (7.16.7),  da  las  derivadas  y primitivas  de  la  distribución  g para  valores 
enteros  de  A.  Pero  esa  convolución  tiene  también  sentido  V A 6 C,  por  lo  que  pode- 
mos llamar  a yVA)  :=  <7(a)  la  derivada  de  orden  (—A)  de  g (o,  equivalentemente, 
su  primitiva  de  orden  A). 

Esta  operación  de  derivación  (o  integración)  de  orden  complejo  tiene  algunas 
propiedades  de  la  derivación  usual.  Por  ejemplo,  la  derivada  de  orden  —fi  de  la 

ro oi-l 

13En  efecto,  si  Sop(yj(x))  D M+  = 0,  entonces  \(x)  '■=  ($a(?/),  <¿>(x  + y))  = / 77TT  <p(x  + 

Jo  1 (Al 

y)  dy  = 0,  Vi  > 0,  V 9?(A)  > 0 y,  por  extensión  analítica,  también  V A 6 C.  En  consecuencia, 
(9(x),x{x))  = 0,  es  decir,  (gw(x),<p(x))  = 0. 
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derivada  de  orden  —A  es  la  derivada  de  orden  — (A  -f  //).  En  efecto,  consideremos  la 
convolución 


X' 

4>\  * <f>  = ~zt — * — ; — 

A “ r(A)  roo 


xT1 


(7.16.10) 


Para  3?(A)  > 0 y > 0,  se  trata  de  la  convolución  de  distribuciones  regulares 

con  soporte  en  M+  que,  por  (7.14.3)  y (7.14.4),  se  reduce  a la  distribución  regular 
definida  por  la  función 

(x-y)A_1 


/ 


(4>a  * 4>M)  (a:) 

1 /•! 


F(A)  T{n) 


dy 


(7.16.11) 


/ 


(1  — z)x  1 Z^  1 dz 


F(A)Ity) 

para  x > 0,  y (4q  * 4>M)  (a;)  = 0 para  x < 0.  La  integral  en  el  miembro  de  la  derecha 
de  (7.16.11)  es  la  función  de  Euler 

i,  /i)  :=  f\l  - z)x~l  z»-x  dz  - r(A)r(/í) 

Jo 


B(  A, 


F(A  + /x) 


(7.16.12) 


En  consecuencia,  para  3f?(A),  3f?(/r)  > 0 tenemos  que 


$A  * 


X 


A+/i— 1 
+ 


4> 


A+/i  ■ 


(7.16.13) 


F(A  + y) 

Pero,  en  virtud  de  la  unicidad  de  la  extensión  analítica  de  ambos  miembros  (en  A y 
en  y),  esta  igualdad  vale  VA,/i  6 C. 

Entonces, 


(g  * 4>A)  * 4»^  = g * (4>a  * 4>m)  = g * 4>A+#i , V A,  e C . (7.16.14) 

En  particular,  si  \i  = — A, 

(g  * $a)  * $-a  = g * 4>o  = g * 6{x)  = g , (7.16.15) 

de  donde  resulta  que  las  operaciones  de  derivación  e integración  de  orden  arbitrario 
son  la  inversa  una  de  la  otra. 


Otras  consecuencias: 

4>1_\  = 4>x_\  * 5(x)  = 4>1_a  * 4>_!  * 9(x)  = 4>_\  * 9{x)  = 9^x\x) , (7.16.16) 

/ ta— n-l  \ (A) 

(f(A~ñj)  = *x~n  * A = *A—A  = = á(n)(a:)  • (7-16.17) 

El  cálculo  con  derivadas  de  orden  arbitrario  (concepto  discutido  primeramente 
por  Leibniz14  en  1695)  ha  sido  utilizado  en  años  recientes  para  modelar  procesos 
físicos  y de  la  ingeniería  con  comportamientos  microscópicos  tan  complejos  que  hacen 


14Gottfried  Wilhelm  von  Leibniz  (1646  - 1716). 
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que  su  dinámica  macroscópica  sólo  admita  una  descripción  mediante  ecuaciones 
diferenciales  fraccionarias.  Estos  modelos  fraccionarios  han  encontrando  aplicación 
en  diversos  campos  de  la  Física,  la  Química,  la  Biología,  la  Economía  y,  en  particular, 
en  la  teoría  del  control  y el  procesamiento  de  señales  e imágenes15. 

En  lo  que  sigue  consideraremos  un  problema  de  la  Mecánica  Clásica  que  perma- 
neció durante  mucho  tiempo  como  el  único  ejemplo  de  su  aplicación. 


Ejemplo  7.17.  El  problema  de  Abel16  (1823):  Consideremos  una  masa  m que 
puede  deslizarse  sin  rozamiento,  bajo  la  acción  de  la  gravedad,  sobre  una  curva  en 
un  plano  vertical.  Se  trata  de  estudiar  el  tiempo  t(x ) que  le  toma  a esa  partícula 
alcanzar  el  nivel  2 = 0,  si  parte  desde  el  reposo  a una  altura  z = x. 

De  la  conservación  de  la  energía  tenemos 

-mv(z)2  = mg(x  — z)  =>  |v(.z)|  = y/2g(x  — z) . (7.16.18) 


Entonces,  la  componente  vertical  de  la  velocidad  a una  altura  2 está  dada  por 

dz 
dt 


-\J2 g{x  — z)  sin  9(z) , 


(7.16.19) 


donde  9(z)  es  el  ángulo  que  forma  la  tangente  a la  curva  en  ese  punto  con  una  recta 
horizontal. 

Si  la  forma  de  la  curva  fuese  conocida,  digamos  y = y(z),  tendríamos  que 
cot  9(z)  = dy/dz , y la  solución  estaría  dada  por 


dz 

\/2 g{x  - z) 


sin  9(z) 


(7.16.20) 


En  cambio,  la  pregunta  que  se  pretende  responder  aquí  es  cual  es  la  curva  y(z) 
que  hace  que  el  tiempo  de  caída,  t(x),  sea  una  función  dada  de  la  altura  x desde  la 
cual  es  soltada  la  partícula.  Para  ello  basta  con  determinar  de  (7.16.20)  la  función 

15Ver,  por  ejemplo, 

■ A Brief  History  And  Exposition  Of  The  Fundamental  Theory  Of  Fractional 
Calculus,  Bertram  Ross,  en  Fractional  Calculus  and  its  Applications , Springer  Lee  ture 
Notes  in  Mathematics,  volume  57,  1975,  pp.1-36. 

■ Theory  and  Applications  of  Fractional  Differential  Equations,  Kilbas,  A.  A.; 
Srivastava,  H.  M.;  and  Trujillo,  J.  J.  Amsterdam,  Netherlands,  Elsevier  (2006).  ISBN 
0-444-51832-0. 

■ Fractional  Calculus.  An  Introduction  for  Physicists,  Richard  Herrmann.  World 
Scientific,  Singapore  (2011).  ISBN:  978-981-4462-07-5  (ebook). 


16Niels  Henrik  Abel  (1802  - 1829). 
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<p(z)  = 1/  sin  0(z),  por  lo  que  el  problema  se  reduce  a resolver  la  ecuación  integral 
de  Abel 

<f(z) 


jf 


dz  = t[x) 


(7.16.21) 


lo  \Z2g(x  - z) 

Nótese  que  se  trata  de  una  ecuación  integral  de  primera  especie , del  tipo  de  Volterra, 
cuyo  núcleo  no  es  de  cuadrado  sumable. 


Más  generalmente,  se  llama  ecuación  de  Abel  generalizada  a 

r*  (*  - zy 


Jo 


ip(z)  dz  = f(x) , 


(7.16.22) 


lo  r(l-a) 

donde  0 < a < 1,  (f(z)  es  la  incógnita  y f(x)  es  una  función  dada.  En  particular, 
para  a > 1/2  el  núcleo  de  ese  operador  integral  de  Volterra  no  es  de  cuadrado 
integrable. 

Ahora  bien,  esta  ecuación  también  puede  interpretarse  como 


x 


+ 


*ip=  <f>i_Q  *<fl  = f, 


(7.16.23) 


r(l-a) 

que  tiene  sentido  Va  € C,  y V/  E JC*  de  soporte  contenido  en  M+.  Su  solución  en  el 
espacio  de  distribuciones  está  dada  simplemente  por 

V?  = $a-l  * ($!-«  *<p)=  * / = $a  * $-1  * / = * /'  . (7.16.24) 


Supongamos  ahora  que  / sea  una  distribución  regular  definida  por  una  función 
f(x ) diferenciable  para  i / 0 y nula  para  x < 0.  Entonces,  su  derivada  como 
distribución  es 


/'(x)  = fM  + /(o+)¿(I), 


dx 


y la  solución  de  (7.16.23)  se  reduce  a 

<p(x)  = $«(*)  * ^ + /( 0+)  $a(x) . 
En  particular,  para  a > 0 (lo  que  hace  a d>Q  regular)  se  tiene 


<p(x)  = /( 0+) 


T(a) 


í 


r(Q) 


dz 


(7.16.25) 


(7.16.26) 


(7.16.27) 


para  x > 0. 


Volviendo  al  problema  original  (donde  a = 1/2),  si  tomamos,  por  ejemplo, 
f(x)  = T y/2g/ñ  constante,  entonces  = 0 y obtenemos 

1 TJTg 


ip(x)  = 


sin0(a;)  ity/x  ’ 

lo  que  conduce  a una  cicloide  (tautócrona)  para  la  trayectoria  de  la  partícula. 


(7.16.28) 
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7.17.  Descomposición  en  distribuciones  propias 

Los  operadores  (esencialmente  autoadjuntos)  que  representan  a los  observables 
de  la  Mecánica  Cuántica  posición  e impulso  no  tienen  autovectores  en  L2(M)  . En 
efecto, 

( x — \)ip(x)  = 0 =>  <p(x)  = 0 a.  e.  =>•  <p(x)  = 0(x)  6 L2(M), 

(7.17.1) 

-i—  - A J 'p(x)  = 0 =>  ¡p(x)  ~ e,Xx  i L2(R) . 

No  obstante,  esos  problemas  de  autovalores  sí  tienen  solución  en  <S*,  porque 

(x-A)á(s-A)  = 0!VAeR,  (7.17.2) 


mientras  que  elXx  E S* , V A € K. 

Veremos  en  qué  sentido  estas  distribuciones  propias  conforman  sistemas  ortogo- 
nales y completos. 


Primero  señalemos  que,  identificando  las  funcionales  regulares  con  las  funciones 
que  les  dan  origen,  podemos  escribir 


S c L2(R)  C S* . (7.17.3) 

Consideremos  ahora  un  operador  lineal  A : S S,  simétrico  y continuo  respecto 
de  la  convergencia  en  ese  espacio.  Entonces 

(V?i,  A¿>2)l2(r)  = (^<é>i,  ¥>2)l2(R)  , V cpiix),  ip2(x)  e ^ , 

(7.17.4) 

lím  A<pn(x)  = Aip(x)  en  <S,  V <pn(x)  — > p(x)  en  S . 

n — >oo 

Su  adjunto  en  L2(M),  A\  está  definido  en  un  dominio  'D(A^)  D <S,  y su  gráfica 
contiene  a la  de  toda  extensión  simétrica  de  A en  el  espacio  de  Hilbert. 

Por  otra  parte,  para  toda  funcional  / € S*,  la  expresión 

(ff,V>)s  ■■=  (/>  Ms  (7-17-5) 

define  una  distribución  sobre  S.  En  efecto,  la  linealidad  de  g es  evidente  a partir 
de  la  linealidad  de  A y de  /.  En  cuanto  a la  continuidad,  tomemos  una  secuencia 
convergente  cpn(x)  — > <p{x)  E S.  Entonces 

lím  ( g , (pn)s  = lím  (/,  Aipn)s  = ( /,  lím  A(pn)  = (/,  A<p)s  = ( g , </?)5  , (7.17.6) 

71— KX>  71— KX)  \ 71—^00  / S 


dada  la  continuidad  de  / y de  A. 
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En  esas  condiciones,  podemos  decir  que  el  adjunto  de  A en  S*,  que  denotaremos 
por  A*,  está  definido  sobre  todo  ese  espacio  de  modo  que 

A*f  = g.  (7.17.7) 

Así  definido,  A*  es  evidentemente  lineal  y continuo  respecto  de  la  convergencia 
débil.  En  efecto,  si  /„  — > f en  S*,  V p(x)  E S tenemos 

lím  (A*/n,  <p)s  = lím  (/„,  A<p)s  = (/,  Aip)s  = ( A*  f , ip)s  . (7.17.8) 

71 — KX)  71 — ^OO 

En  particular,  M xp(x)  € S C <S*  y V tp(x)  E S,  y teniendo  en  cuenta  que  A es 
simétrico  y que  Axp(x)  E <S,  tenemos 

(A*xp,  <p)s  = (V>,  Ay)s  = (xp,  A<¿>)L2(R)  = (Ai¡>,  y>)La(R)  = (Aip,  <p)s  . (7.17.9) 

En  consecuencia,  la  distribución  A*xp(x)  coincide  con  la  distribución  regular  Aip(x) 
para  toda  xp  E S.  En  ese  sentido,  A*  constituye  una  extensión  de  A a todo  S*. 

Por  otra  parte,  una  distribución17  xx  es  una  funcional  propia  de  A*  correspon- 
diente al  autovalor  A si 

A* Xx  = Axa  - (7.17.10) 

Se  puede  demostrar  el  siguiente  teorema  (ver  I.  M.  Guelfand  y G.  E.  Chilov,  Les 
distributions,  Vol.  I - IV). 

Teorema  7.1.  Si  el  operador  lineal  A : S S es  simétrico  y continuo  y admite 
una  extensión  autoadjunta  en  L2(M),  entonces  la  extensión  de  A a S* , A*,  admite 
en  ese  espacio  un  sistema  ortogonal  y completo  de  distribuciones  propias  (en  un 
sentido  que  se  aclara  a continuación)  correspondientes  a autovalores  reales. 

En  ese  enunciado,  completo  significa  que  toda  funcional  regular  xp  definida  por 
una  función  xp(x)  E S (denso  en  L2(M))  es  el  límite  de  un  desarrollo  débilmente 
convergente  de  la  forma 

= ^2(Xx,ip)sXx  (7.17.11) 

A 

(donde  las  distribuciones  propias  xx  de  A*  han  sido  apropiadamente  normalizadas). 

Esto  significa  que  V p(x)  E S se  tiene 

M <P)S  = (V7,  ¥>)l2(R)  = 5Z  W*s  (Xx,  <p)s  • (7.17.12) 

A 

17Recordemos  que  toda  distribución  sobre  iS  es  la  derivada  de  cierto  orden  (finito)  de  una 
distribución  regular  definida  por  mía  función  continua  en  la  recta,  cuyo  crecimiento  es  a lo  sumo 
polinomial. 
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En  particular,  para  ip(x)  = <p(x), 

(í’.V’ís  = II  f h2  = E • U17.13) 

A 

Esta  ecuación  es  una  generalización  de  la  igualdad  de  Parseval  (que,  a su  vez,  gene- 
raliza el  teorema  de  Pitágoras),  lo  que  justifica  el  término  ortogonal. 

Estos  resultados  se  extienden  a todo  el  espacio  de  Hilbert  L2(M)  = S en  el 
siguiente  sentido:  si  f(x)  es  una  función  de  cuadrado  sumable  en  la  recta,  entonces 
la  distribución  regular  que  ella  define  es  el  límite  débil  de  un  desarrollo  de  la  forma 

/ = (7.17.14) 

A 

donde  los  coeficientes  de  ese  desarrollo  satisfacen 

2 . (7.17.15) 

A 


/ h2  = E AA) 


Ejemplo  7.18.  El  operador  impulso,  definido  como  P = —i-£¿  sobre  D(P ) = »S, 
es  simétrico  y continuo  sobre  S y admite  una  (única)  extensión  autoadjunta  en 
L2(R)  (ver  Ejemplo  6.6  - Capítulo  6). 

Su  extensión  a S*  está  dada  por  P*  f = — if  para  toda  f E S*,  que  es  un 
operador  continuo  sobre  ese  espacio.  En  efecto,  V ip  E S tenemos 

(P*f,  <p)s  = (/,  -*fts  = HA  <P)s  ■ (7-17-16) 


Las  funcionales  propias  de  P*  son  distribuciones  regulares  que,  convenientemente 

ei\x 

normalizadas,  están  dadas  por  las  funciones  Xx(x)  = — para  todo  A 6 M (nótese 

v27T 

que  para  S(A)  ^ 0 no  se  obtiene  una  distribución  temperada). 

Según  el  teorema  anterior,  para  ip(x)  € S C S*  se  tiene 


(7.17.17) 


en  el  sentido  de  la  convergencia  débil,  donde 


<f(X) 


ip(x)  dx . 


(7.17.18) 


En  efecto,  en  este  caso  £>(A)  no  es  otra  cosa  que  la  transformada  de  Fourier  de 
( p(x ) E S C Li(M)  y la  integral  en  (7.17.17)  converge  uniformemente  en  x (ver 
Lema  5.1  - Capítulo  5 ). 
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La  condición  de  ortogonalidad  en  este  caso  está  garantizada  por  el  Teorema  de 
Plancherel, 

/OO 

m\)\2dX=  \\(ph2.  (7.17.19) 

-oo 

Por  otra  parte,  dada  f{x)  E L2(R),  la  funcional  regular  que  ella  define  es  el 
límite  débil  de  una  integral  de  la  forma 

f(x)  = lím  i"  /(A)  ^ dX , (7.17.20) 

N^oo  J_N  y/2-R 

donde  /(A)  E L2(M)  y satisface  ||  /(A)  ||2  = ||  f[x)  ||2.  En  efecto,  /(A)  es  aquí  la 
transformada  de  Fourier  de  f(x)  (en  el  sentido  de  L2(K))  y la  convergencia  en  media 
del  lado  derecho  de  (7.17.20)  (ver  Teorema  5.1)  garantiza  su  convergencia  débil  (en 
razón  de  la  continuidad  del  producto  escalar  en  L2(M)). 

Ejemplo  7.19.  Similarmente,  con  las  distribuciones  propias  del  operador  posi- 
ción podemos  escribir  para  toda  f(x)  E L2(M), 

/OO 

f(X)5(x  - X)dX  (7.17.21) 

•oo 

en  el  sentido  de  convergencia  débil  de  la  integral.  En  efecto,  V tp  E S tenemos 

/_”  f(Xr(S(x-\)M^))dX  = 

(7.17.22) 

= ¡ZofW'vWdX  = = (/,¥>) 5 • 


Finalmente,  mencionemos  que  en  la  notación  de  Dirac  las  funcionales  son 
representadas  mediante  el  símbolo 

</|  :=(/,•)*•  (7-17.23) 

El  resultado  del  Teorema  7.1  (Ec.  (7.17.11))  queda  entonces  expresado  como 
<V>I  =J2((Xx^)sX\,-)s  = J2(Xx,^)*s(Xx,-)s  = ^2(Xx,^)s(Xx\  , (7.17.24) 

A A A 

para  i/j  E S C S*.  Y si  convenimos  en  expresar 

(xx^)s  = (xaIV')  y (xa,^)s  = (V'Ixa)  , (7.17.25) 

podemos  representar  a la  distribución  regular  mediante  la  notación 

(V>l  = XI  (V>Ixa)  (xa|  • 

A 


(7.17.26) 
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O bien,  por  abuso  de  notación,  decir  que  el  operador  identidad  en  S C S*  admite 
el  desarrollo 

1 = Y I»)  <»l  • (7.17.27) 

A 

Similarmente,  para  toda  ^ € 5 C S*  y para  toda  p € S tenemos 
( (p)s  = Ay)s  = X (xa ,i>)g  (xa,  Ap>)s 

A 

= X (*A>  ^)s  (^*XA,  r)s  = X (*A’  Ws  X (xa,  v)s  = X Mxa)  A (xaI<¿>>  ’ 

A A A 

(7.17.28) 

de  modo  que  concluimos  que 

«1 A :=  (TfV-l  = Y «ta> A <X»I  . (7-17.29) 

A 

o bien,  que  la  extensión  del  operador  A (simétrico  y continuo  en  S)  al  espacio  de 
las  distribuciones  temperadas  admite  en  S C <S*  la  descomposición  espectral 

7t  = £lXA>A<XJ|  . (7.17.30) 

A 
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Apéndice  A 
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EJERCICIOS  PROPUESTOS 

A.l.  Espacios  Euclídeos 

1.  Sea  E un  espacio  euclídeo  con  producto  escalar  (-,*).  Demostrar  que  Vx  € E: 

a)  (0.x)  = 0. 

b ) (x,  y)  = 0 , Vy  e E =>  x = 0. 

2.  Probar  que  las  siguientes  definiciones  son  productos  escalares: 

a)  x*  y = aibi  b anbn,  para  x 

b)  (A,  B)  = tr (AlB)  con  A,  B € Rnxn,  matrices  reales  de  n x n. 

c ) (/,  g)  = fb  f(t)  g{t ) dt  con  /,  g funciones  reales  y continuas  en  el  intervalo 
[a,  6]. 

d)  Extender  las  anteriores  definiciones  al  caso  complejo. 

e)  Decir  si  el  producto  de  las  normas  de  dos  vectores  define  un  producto 
escalar. 

3.  Sea  E un  espacio  euclídeo.  Probar  que  la  suma  de  dos  productos  escalares 
definidos  sobre  el  espacio  E,  definen  un  nuevo  producto  escalar  sobre  E. 
¿Puede  decirse  lo  mismo  de  la  diferencia? 

4.  Considerar  una  forma  sesquilineal1  f(x,  y)  definida  sobre  un  espacio  euclídeo 
complejo. 

a)  Mostrar  que  / satisface  la  fórmula  de  polarización: 

f(x,  y)  = T 5Z  a f(ax  + Viax  + y) 

4 a=±l,±i 

b)  Tomando  f(x,  y)  = ( x , y),  mostrar  que  el  producto  escalar  en  un  espacio 
euclídeo  complejo  puede  recuperarse  de  la  norma  de  los  vectores: 

(X,V)  = \ a\\ax  + y\\2 

a=±l,±t 

(Notar  que  esto  no  es  posible  en  un  espacio  euclídeo  real). 


Sesquilineal  significa  lineal  respecto  del  argumento  de  la  derecha,  f[z,  ax  + j3y)  = af(z,  x)  + 
/3f(z,y),  y antilineal  respecto  del  argumento  de  la  izquierda,  f(ax  + /3y,  z ) = a*  f{ x,  z ) + /3*/(y,  z). 
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5.  Encontrar  los  ángulos  internos  del  triángulo  formado  por  los  siguientes  vec- 
tores del  espacio  de  funciones  reales  continuas  Cf(a,b):  Xi(t)  = 1,  x2(t)  = t, 
x3(t)  = 1 — t (recordar  que,  por  definición,  el  ángulo  9 entre  dos  vectores  x,  y 
viene  dado  por  eos  9 = 

6.  Considerar  el  subespacio  F E R4  generado  por  los  vectores  (1,1,0, 0)  y 
(1, 1, 1, 1)  y hallar  el  complemento  ortogonal. 

a)  Hallar  los  elementos  de  matriz  del  operador  proyección  P sobre  F en 
la  base  canónica,  así  como  los  del  operador  de  proyección  P sobre  su 
complemento  ortogonal. 

b ) Verificar  las  relaciones  de  completitud,  P + P = I4,  y de  ortogonalidad 
entre  los  mismos,  P P = O = P P. 

c ) Escribir  los  elementos  de  matriz  de  esos  operadores  referidos  a una  base 
que  se  obtiene  de  la  canónica  mediante  una  rotación  en  un  ángulo  7t/4 
en  el  plano  (re  1,0:2). 

7.  Sean  G C F,  subespacios  de  un  espacio  euclídeo  E.  Mostrar  que  F1  C G , 
F c F±J-,  y E1  c F^. 

8.  Sea  <f>  una  funcional  lineal  definida  sobre  un  espacio  euclídeo  de  dimensión 
finita  E,  $ : E — » K,  donde  K es  el  cuerpo  real  ó complejo.  Probar  que 
existe  un  vector  único  z E E,  tal  que  <&(x)  = (z,x),  para  todo  Vx  E E. 

9.  Definir  de  la  manera  natural  la  suma  de  formas  lineales  definidas  sobre  un 
espacio  euclídeo  E , (/  + g)(x)  :=  /(x)  + g(x),  y su  producto  por  números, 
(A/)(x)  :=  A/(x),  Vx  E E, VA  € C.  Mostrar  que  el  conjunto  de  formas 
lineales  forma  un  espacio  lineal  respecto  de  esas  operaciones,  que  es  llamado 
espacio  dual  E*.  Si  la  dimensión  de  E es  finita  n,  ¿cuál  es  la  dimensión  de 
E*1 

10.  Decir  cuales  de  los  siguientes  operadores  son  lineales: 

a)  Ax  = x + a,  con  a no  nulo,  en  R3  (traslación), 

b)  Ax  = ax,  con  a e R,  y x e R3  (homotecia), 

c)  Ax  = ( 2xi  — x3 , x2, 0)  en  R3, 

d)  Ax{t ) = x(f)  + í2,  con  x(í)  € C2(— 1, 1). 

11.  Muestre  que  todo  operador  lineal  A definido  sobre  un  espacio  euclídeo  E que 
conmuta  con  todo  otro  operador  lineal  sobre  E es  una  homotecia  (A  = XI, 
con  A E cuerpo  del  espacio)  (Sugerencia:  considerar  operadores  de  proyección 
sobre  subespacios  unidimensionales,  Pe  = e(e,  •)) 

12.  En  un  espacio  euclídeo  n-dimensional  (con  n < 00),  escribir  las  matrices 
asociadas  a los  operadores  nulo,  identidad  y homotecias  relativas  a una  base 
ortonormal.  Seleccionar  algunos  elementos  de  la  base  y escribir  el  operador 


(x,y)  \ 
l|x||||yir 


A. 2.  OPERADORES  ACOTADOS 


237 


proyección  sobre  el  subespacio  generado  por  esos  elementos.  Definir  algún 
operador  diagonal. 

13.  Muestre  que  todo  espacio  euclídeo  es  un  espacio  de  Banach. 

14.  En  el  espacio  de  todos  los  polinomios  en  t,  V2  (a,  b),  sean  D y T los  operadores 
definidos  por  Dp(t ) = pf(t)  y Tp(t ) = tp(t). 

a)  Mostrar  que  son  operadores  lineales. 

b ) Mostrar  que  DT  ^ TD . 

c)  El  conmutador  de  dos  operadores  lineales  A y B se  define  por  [A,  B]  : = 
AB  — BA.  Mostrar  que  [A  B,  C]=  A [B,C]  + [A,C]  B. 

d)  Mostrar  que  [D,T]  = I. 

e ) Probar  que  [Dm,T\  = mDm~1. 

15.  Sea  A un  operador  lineal  definido  sobre  todo  un  espacio  euclídeo  E y sean 
dos  operadores  lineales  B y C tales  que 

a)  Rank(A)  =Dom(B) , 

b ) BAx  = x , Vx  6 E , 

c)  ACy  = y , V y € Dom(C) . 

Tales  operadores  se  dicen  inversas  de  A a izquierda  y derecha  respectivamen- 
te. Mostar  que  Dom(C')  C Dom(B)  y que  By  = Cy,V  y E Dom(C').  En 
particular,  si  Dom(C')  = Dom(¿?),  entonces  B = C — A-1,  inversa  de  A. 

16.  En  el  espacio  de  los  polinomios  en  £,  7^2 (a,  b)  c C2(a,b ),  sean  A y B los 
operadores  definidos  por 

a)  A(a,ntn  + • • • + cqí  + <io)  = ankn  1 + • • • + o,2t  + £q, 

b ) B(ontn  H h a\t  + ao)  = antn+1  + • • • + aR2  + aot. 

Mostrar  que  A y B son  operadores  lineales  y que  A es  inversa  de  B a iz- 
quierda, pero  que  no  es  su  inversa  a derecha.  Decir  si  el  operador  A tiene 
inversa. 

17.  Aplicar  el  método  de  ortonormalización  de  vectores  en  un  espacio  euclídeo 
a la  secuencia  de  funciones  l,í,  £2,  • • • C C2(— 1,1)  para  obtener  el  cuarto 
polinomio  de  Legendre. 

A. 2.  Operadores  acotados 

18.  Sean  A y B dos  operadores  lineales  acotados,  definidos  sobre  un  espacio 
euclídeo  E.  De  acuerdo  a la  definición  de  su  norma,  verificar  que  se  satisfacen 
las  desigualdades 


||A  + 5||<||A||  + P||  ||Afl||  < ||A||||B|| 
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19.  Sean  A y B dos  operadores  lineales  definidos  sobre  un  espacio  euclídeo  E 
tales  que  su  conmutador  sea  [ A , B]  = I.  Mostrar  que  no  pueden  ser  ambos 
acotados  (Sugerencia:  tener  en  cuenta  el  punto  14e)  del  Ejercicio  14  y emplear 
la  desigualdad  triangular). 

20.  Mostrar  que  la  relación 

(y,  A]x)  = ( Ay , x)  = (x,  Ay)* , Vx,y  e E 

define  unívocamente  al  operador  adjunto  de  A.  Qué  parte  de  esa  demostra- 
ción no  sería  válida  en  el  caso  de  un  operador  no  acotado?  (Sugerencia:  tener 
en  cuenta,  por  ejemplo,  las  condiciones  en  que  puede  definirse  un  operador 
diferencial). 

21.  Probar  que,  de  acuerdo  a la  definición  del  operador  adjunto  de  un  operador 
lineal  acotado,  se  satisface  que 

(At)t  = A (A  + B)'  = A' + fít 
(Ad)t  = AM+  (AB)i  = B^A' 

22.  Mostrar  que  para  un  operador  lineal  acotado,  ||AT||  = ||d||,  y que  si  x0  es  un 
vector  máximo  de  A , entonces  Axo/||d||  es  un  vector  máximo  de  dU 

23.  Mostrar  que  el  subespacio  nulo  de  A 1 coincide  con  el  complemento  ortogonal 
de  la  imagen  de  A: 

Ker  A'  = (Rankd)1 

(Sugerencia:  considerar  primero  el  producto  escalar  de  un  vector  pertene- 
ciente a (Rankd)X  con  el  vector  dx,  y luego  el  producto  escalar  de  un  vec- 
tor perteneciente  a Kerd*  con  dx).  Similarmente  se  muestra  que  Kerd  = 
(Rankdt)'L,  de  donde  se  deduce  que 

[(Rankdt)r|'L  = (Kerd)x  . 

24.  Un  operador  lineal  definido  sobre  un  espacio  euclídeo  E se  dice  positivo 
si  (x,  Ax)  > 0,  Vi  6 £.  Muestre  que  todo  operador  positivo  acotado  es 
autoadjunto.  Para  ello  tenga  en  cuenta  que  en  ese  caso  (Ax,  x)  = (a:,  Ax)*  = 
(x,  Ax)  > 0.  Finalmente,  aplique  la  fórmula  de  polarización  (ver  Ejercicio  4.) 
a la  forma  sesquilineal  f(x,y)  :=  ( x,Ay ) — (Ax,y)  (Note  que  este  resultado 
no  es  cierto  para  el  caso  de  un  espacio  euclídeo  real). 

25.  Muestre  que,  dado  un  operador  lineal  acotado  A definido  sobre  un  espacio 
euclídeo  E,  el  operador  A^A  es  positivo  (y,  por  el  Ejercicio  24,  autoadjunto 
en  un  espacio  euclídeo  complejo). 
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A. 3.  Subespacios  invariantes.  Autovectores  y autovalores 

26.  ¿Qué  forma  tiene  la  matriz  asociada  a un  operador  lineal  A definido  sobre 
un  espacio  euclídeo  n-dimensional  (con  n < oo),  si  los  primeros  k vectores 
de  la  base  ortonormal  del  espacio  generan  un  subespacio  invariante?  ¿Y  si  el 
complemento  ortogonal  de  ese  espacio  también  es  invariante? 

27.  Mostrar  que  si  un  subespacio  F de  un  espacio  euclídeo  E es  dejado  inva- 
riante por  la  acción  del  operador  lineal  acotado  A,  entonces  su  complemento 
ortogonal  Fx  es  invariante  frente  a Ah 

28.  Sean  Ay  B dos  operadores  lineales  que  conmutan  entre  sí.  Mostrar  que 

a)  la  imagen  por  B de  todo  subespacio  invariante  de  A es  también  invariante 
frente  a A, 

b ) todo  subespacio  característico  de  A es  invariante  frente  a B. 

29.  Un  operador  lineal  A es  una  homotecia  si  A = XI,  con  A en  el  cuerpo  del 
espacio  euclídeo  E.  Mostrar  que  todo  vector  de  E es  un  autovector  de  A si  y 
sólo  si  A es  una  homotecia. 

30.  Mostrar  que  el  cuadrado  de  la  norma  de  un  operador  A definido  en  un  espacio 
euclídeo  de  dimensión  finita,  ||A||2,  es  igual  al  máximo  autovalor  del  operador 
Ai  A (Sugerencia:  ver  Ejercicio  25). 

31.  Un  operador  se  dice  isométrico  si  conserva  los  productos  escalares, 

(Ux,Uy)  = {x,y) , Vx,y  e E 

(si  el  espacio  E está  construido  sobre  el  cuerpo  de  los  reales,  tal  operador  se 
dice  ortogonal,  mientras  que  si  E es  complejo  se  dice  unitario). 

a)  Mostrar  que  ||Í7||  = 1,  y que  WU  = I. 

b)  Si  un  operador  lineal  A se  descompone  como  producto  de  un  operador 
isométrico  U y otro  simétrico  S,  A = US,  mostrar  que  AM  = S2. 

c)  Mostrar  que  todo  operador  A definido  sobre  un  espacio  de  dimensión 
finita  que  tenga  asociada  una  matriz  de  determinante  no  nulo  puede  ser 
descompuesto  como  producto  de  un  operador  isométrico  y otro  simétrico 
positivo,  y que  esta  descomposición  es  única. 

32.  Considerar  el  operador  de  Sturm-Liouville  L definido  por  las  funciones  p(t)  = 
1 y q(t ) = 0,  simétrico  en  el  espacio  de  funciones  continuas  en  [0, 7r]  y 
dos  veces  diferenciables  en  el  intervalo  (0, 7 r)  que  satisfacen  las  condicio- 
nes de  contorno  de  Dirichlet,  x(0)  = 0 = x(n).  Encontrar  sus  autofunciones 
y autovalores.  Hacer  lo  propio  para  condiciones  de  contorno  de  Neumann , 
:r'(0)  = 0 = x'(tt),  y comparar.  Observar  que  los  autovalores  crecen  sin  límite 
(se  trata  de  un  operadores  no  acotados!). 
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A. 4.  Distancia,  límite  y continuidad  en  espacios  euclídeos 

33.  Mostrar  que  la  convergencia  uniforme  en  intervalos  no  acotados  no  implica 
convergencia  en  media.  Para  ello  considerar  la  secuencia  de  funciones  conti- 
nuas definidas  como 

í 7£\A  - i > 0 < t < k, 

Xk(t)  :=  < 

[ 0 , t > k , 

y extendidas  a la  semirecta  negativa  como  funciones  pares.  Mostrar  que 

a)  la  secuencia  Xk(t ) converge  uniformemente  a 0 en  M, 

b ) la  secuencia  Xk(t)  no  converge  en  media  a 0(f)  = 0. 

34.  Mostrar  con  un  ejemplo  que  la  convergencia  puntual  en  todo  punto  de  un 
intervalo  finito  no  implica  convergencia  uniforme  (Sugerencia:  considerar  una 
secuencia  de  funciones  continuas  Xk(t)  en  el  intervalo  [0, 1],  que  toman  valores 
entre  0 y 1,  nulas  para  1/k  < t < 1,  tales  que  xjfe(0)  = 0 y que  alcancen  el 
valor  1 para  algún  0 < t < 1/k). 

35.  Mostrar  con  un  ejemplo  que  la  convergencia  puntual  en  todo  punto  de  un 
intervalo  finito  no  implica  convergencia  en  media  (Sugerencia:  considerar 
una  secuencia  de  funciones  continuas  Xk(t)  en  el  intervalo  [0, 1],  nulas  para 
1/k  < t < 1,  tales  que  Xfc(0)  = 0 y que  (xk(t))2  dt  = 1). 

36.  Demostrar  la  desigualdad  triangular  para  la  distancia  en  un  espacio  métrico 
se  generaliza  como 

p(x i,xn)  < p{x1,x2)  + p(x2,x3)  + p{xn_i,xn). 

37.  Mostrar  que  las  siguientes  formas  definen  distancias  sobre  el  espacio  de  las 
funciones  continuas  C(a,b ): 

a)  p(x,y)  = supa<t<6|a:(í)  - y(t)\. 

b)  p{x,y ) = J*  \x(t)  - y(t)\dt. 

c)  p2(x,y)  = /ab  | x(t)  - y(t)\2dt. 

38.  Dadas  dos  secuencias  convergentes  en  un  espacio  euclídeo  E,  {x^}  x y 
{yk}  — > y , mostrar  que  {axt  + /3yk}  es  también  una  secuencia  convergente  y 
hallar  su  límite. 

A. 5.  Conjuntos  cerrados,  conjuntos  densos 

39.  Mostrar  que  la  clausura  A de  un  subespacio  A de  un  espacio  euclídeo  E es 
también  un  subespacio  de  E. 

40.  Volver  al  Ejercicio  7 y mostrar  que  _F_L  = 
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Mostrar  que  el  subespacio  nulo  de  un  operador  lineal  acotado  A definido 
sobre  un  espacio  euclídeo  E es  un  conjunto  cerrado. 

Dado  un  subespacio  de  un  espacio  euclídeo,  F C E,  mostrar  que 

a)  (F^)1  D F (clausura  de  F). 

b)  Volver  al  Ejercicio  23  y mostrar  que 

Rankdt  c (RerA)1  . 

43.  Demostrar  que  los  polinomios  trigonométricos  (combinaciones  lineales 
de  eos (kt)  y sin(Zí))  forman  un  conjunto  denso  en  Cf(—7r,  n)  (Sugerencia: 
considere  el  conjunto  de  las  funciones  continuas  en  [ — 7r,  7r]  que  pueden  ser 
extendidas  a toda  la  recta  como  funciones  diferenciables  y 27r-periódicas; 
muestre  que  ese  conjunto  es  denso  en  V^—nin)  y tenga  en  cuenta  que  la 
serie  de  Fourier  converge  uniformemente  para  tales  funciones). 


41. 

42. 


A. 6.  Espacios  completos 

44.  Mostrar  que  el  conjunto  de  las  funciones  continuas  C([a,  b\)  es  completo  res- 
pecto de  la  distancia  definida  en  el  punto  37 a. 

45.  Considerar  el  espacio  lineal  formado  por  las  funciones  continuas  y acotadas 
sobre  el  eje  real,  estructurado  con  las  operaciones  usuales  de  suma  y producto 
por  reales.  Mostrar  que  la  forma 


P(f,9 ) = sup|/(í)  -ff(t)| 
te® 

define  una  distancia  sobre  ese  espacio.  Decir  si  ese  espacio  métrico  es  completo 
(Sugerencia:  considerar  una  secuencia  fundamental  y mostrar  que  converge 
a una  función  continua  y acotada  en  toda  la  recta). 

46.  Dada  f(t ) e L 2(o,  b ),  con  (b  — a)  < oo,  demostrar  la  desigualdad 

[f  1/(01  * 

(Sugerencia:  considerar  el  producto  escalar  con  la  función  característica 
del  intervalo  [a,  6]:  X[a,&](£)  = 1 Vi  € [a,  b]  y nula  fuera  de  ese  intervalo). 

47.  Mostrar  que  la  secuencia  de  funciones  de  cuadrado  sumable 

y/ñ  t e (0, 1 /n) 

0 (0, 1/n) 


<{b-a)  í |/(í)| 2 dt 

J a 


converge  a 0 puntualmente  Vi  € [0, 1]  pero  no  converge  en  L2(0,  !)• 
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48. 


Para  cada  número  natural  k € N se  definen  las  funciones  ■ • ■ , fj,k\t ) 

para  t E [0, 1]  como 


1 (i  — 1 )/k  <t<  i/k 
0 en  todo  otro  caso. 


Mostrar  que  la  sucesión  iq  = F2  = f[2\  F3  = f2\  FA  = f[3),  F5  = /23) 
• • • converge  en  L2,  pero  no  converge  puntualmente  para  ningún  valor  de  t. 


A.  7.  Integral  de  Lebesgue 

49.  Mostrar  que  una  función  que  toma  valores  no  negativos  y es  continua  salvo 
por  una  discontinuidad  aislada  de  altura  finita  es  sumable  y que  su  integral 
de  Lebesgue  coincide  con  su  integral  impropia  de  Riemann.  Mostrar  que  lo 
mismo  ocurre  cuando  la  función  tiene  un  número  finito  o infinito  numerable 
de  discontinuidades  aisladas. 

50.  Mostrar  que  la  función  f(t)  = t~l  con  t E [0, 1]  es  medible  pero  no  sumable, 
de  modo  que  tampoco  tiene  una  integral  de  Lebesgue. 


A. 8.  Desarrollos  ortogonales  - Sistemas  completos 

51.  Dado  un  subespacio  de  un  espacio  euclídeo  completo,  F C E,  mostrar  que 

a)  F (clausura  de  F)  es  un  espacio  completo, 

b)  E = F © F1,  donde  F = (F1)^  (Sugerencia:  ver  Teorema  2.4), 

c)  RankAt  = (KerA)1-  (Ver  Ejercicio  23). 

52.  Mostrar  que  siempre  existen  vectores  no  nulos  ortogonales  a un  dado  subes- 
pacio no  denso  de  un  espacio  de  Hilbert. 

53.  Muestre  que  puede  construirse  un  sistema  de  funciones  ortonornales  que 
resulte  completo  en  C2(a,  b ),  pero  cuyas  combinaciones  lineales  no  generen 
un  subespacio  denso  en  L2{a,b).  Para  ello, 

a)  Considere  la  ortogonalización  de  una  secuencia  de  funciones  formada 
por  una  primera  función  discontinua  (normalizada)  fija,  y(í),  y por  la 
secuencia  de  los  polinomios  a coeficientes  racionales  (conjunto  denso  nu- 
merable) . 

b)  Diga  si  el  conjunto  así  obtenido,  {x(í),  ei(t),e2(t), . . . },  es  completo  en 
L2(a,  b). 

c ) Muestre  que  una  función  continua  f(t)  E C2(a,  b)  (c  L2(a,  b))  que  sea 
ortogonal  a toda  e¿.(£)  con  k = 1,  2, 3, ... , es  necesariamente  la  función 
idénticamente  nula,  de  modo  que  el  conjunto  (ei(í),  e2(í),  e3(í), . . . } es 
completo  en  C2(a,  b). 
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d ) Muestre  que  la  variedad  lineal  generada  por  las  funciones  (ei(£),  e2(í), 
e3(í), . . . } no  es  densa  en  L2(a,  b ) (Sugerencia:  recuerde  que  no  hay  vec- 
tores no  nulos  ortogonales  a subespacios  densos). 

Nota:  este  ejemplo  muestra  la  necesidad  de  considerar  sistemas  ortonormales 
que  resulten  completos  en  un  espacio  euclídeo  completo. 

54.  Mostrar  que  el  conjunto  de  los  polinomios  de  Legendre  es  completo  en 
L2(— 1, 1)  (Ver  Ejercicio  17). 

55.  Mostrar  que  todo  espacio  de  Hilbert  construido  sobre  el  cuerpo  de  los  com- 
plejos es  isomorfo  a la  extensión  compleja  del  espacio  £2- 

A.9.  Funcionales  lineales  y continuas 

56.  El  espacio  lineal  formado  por  las  funcionales  lineales  y continuas  definidas 
sobre  un  espacio  lineal  E se  llama  espacio  dual  y se  denota  por  E*.  Mostrar 
que  todo  espacio  euclídeo  completo  es  (como  espacio  lineal)  isomorfo  a su 
espacio  dual. 

A. 10.  Operadores  compactos 

57.  Mostrar  que  si  A y B son  operadores  completamente  continuos  (o  compac- 
tos), entonces  A + B es  completamente  continuo. 

58.  Mostrar  que  el  conjunto  de  operadores  compactos  sobre  un  espacio  de  Hilbert 
E es  un  subespacio  cerrado  del  espacio  de  Banach  de  los  operadores  acotados 
sobre  E (Sugerencia:  recordar  el  Lema  3.2). 

59.  Mostrar  que  si  A completamente  continuo  y B es  acotado,  entonces  AB  y BA 
son  completamente  continuos  (Sugerencia:  muestre  que  un  operador  acotado 
B aplica  una  secuencia  fundamental  en  otra  secuencia  fundamental). 

A.ll.  Operadores  integrales  de  Fredholm 

60.  Mostrar  que  si  el  núcleo  K(t,s ) es  continuo  en  el  intervalo  cerrado  [a,  6], 
entonces 

y(t)  = / K(t,s)x(s)ds 
J a 

es  continua  Vx(s)  6 L2(a,  b). 

61.  Mostar  que  si  el  núcleo  K(s,t ) admite  n derivadas  continuas  en  el  intervalo 
cerrado  [a,  6],  entonces  las  funciones  en  el  rango  del  operador  integral  que 
define  también  admiten  admiten  n derivadas  continuas. 

62.  Hallar  las  autofunciones  correspondientes  a autovalores  no  nulos  de  los  si- 
guientes operadores  de  Fredholm  de  núcleo  degenerado 
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a) 

b) 

c) 


Ax^s)  = / (eos2 seos 2í  + eos 3s eos3 f)  ip(t)dt 

Jo 


Ms)  = í 

Jo 


= I (3s  — 2 )t  ip(t)dt 


A3c¿>(s)  = í ( ty/s  — sy/t)  íp{t)dt 
Jo 

A.  12.  El  método  de  Rayleigh-Ritz 


63.  Hallar  mediante  el  método  de  Rayleigh-Ritz  los  autovalores  no  nulos  del 
operador  integral  cuyo  núcleo  está  dado  por  K(t,s ) = ts  E L2([0, 1]  x 
[0, 1])  (Sugerencia:  tener  en  cuenta  qué  se  trata  con  un  operador  de  núcleo 
degenerado). 

64.  Utilice  el  método  de  Rayleigh-Ritz  para  obtener  en  forma  aproximada  algu- 
nos autovalores  y autovectores  del  operador  integral  cuyo  núcleo  simétrico 
está  dado,  para  t < s,  por  K(t,s ) = t E L2([0, 1]  x [0, 1]).  Utilice  distintas 
bases  del  espacio  de  Hilbert  y compare  el  resultado  con  la  solución  exacta 
(Sugerencia:  busque  la  inversa). 


A.  13.  Operadores  no  acotados  con  inversas  compactas 


65.  Hallar  la  función  de  Green  del  problema 


í Lx(t ) = x"(t ) + k2x(t ) , 
( x(0)  = rr(l)  = 0 . 


Determinar  la  inversa  de  L,  si  existe.  Determinar  su  rango  y dominio.  Co- 
mentar acerca  de  las  propiedades  de  los  autovalores  y autovectores  de  L y 
de  la  convergencia  de  desarrollos  en  serie  de  autofunciones  de  L. 

66.  Hallar  los  autovalores  y autovectores  del  operador  de  Fredholm  de  núcleo  de 
cuadrado  sumable  dado  por 


K(s,  t)(¡>(t)dt , 


donde 

„ i eos  s sin  t 0 <s<t 
K(s,t)  = < 

I eos  t sm  S t < S < 7T 

a)  Decir  si  estos  autovectores  forman  un  sistema  completo  en  L2(0, 7r)  (jus- 
tificar!). 

b)  Dada  x(t)  E L2(0, 7 r),  decir  si  converge  (y  en  qué  sentido)  su  serie  de 
Fourier  generalizada  respecto  de  dicho  sistema. 
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c)  Dada  una  función  u(t)  E L2(0, 7r)  tal  que  u"(t)  es  continua  y satisface  las 
condiciones  «'(O)  = 0 y u(n)  = 0,  decir  en  qué  sentido  converge  su  serie 
de  Fourier  generalizada  respecto  del  sistema  de  autovectores  de  A. 
(Sugerencia:  determinar  si  el  núcleo  K(t,s ) es  simétrico  y,  en  ese  caso,  de- 
terminar si  el  operador  A tiene  por  inversa  un  operador  de  Sturm-Liouville, 
lo  que  permitiría  reducir  el  problema  de  autovalores  de  A a ecuaciones  dife- 
renciales con  condiciones  de  contorno). 

67.  Resolver  las  siguientes  ecuaciones  integrales  de  núcleo  simétrico  y continuo 
a)  ^ 

y>(s)  — j K(s,t)  <p(t)  dt  = s , 

Jo 


con 


b) 


K(s,t) 


s(t  — 1)  0 < s <t, 
t(s  — 1)  t < s < 1 , 


K(s,t)  <¡>{t)  dt  = eos  ns  , 


con 


K(s,t)  = 


(s  + l)í  0 < s < t , 

( t + l)s  t < s < 1 . 

(Sugerencia:  determinar  las  inversas  de  estos  operadores  integrales). 


A.  14.  Ecuaciones  integrales  de  núcleo  de  cuadrado  sumable 

68.  Resolver  las  siguientes  ecuaciones  integrales 

a) 


<P(t) 


— / (t  eos  s + s2  sin  t + cosí  sin  s)  ip(s)  ds  = t , 

J — 7T 


b) 


<P(f) 


rw/2 

— 4 / (sin  t)2ip(s)  ds  = 2t  — n . 
Jo 


69.  Estudiar  la  resolubilidad  de  las  ecuaciones  integrales 
a) 

ip(s)  — f. i í (5s2  — 3)í2  ip(t)  dt  = es  , 
Jo 


b) 


<p(s)  —t1  sin(ln  s ) ip(t)  dt  = 2s  , 

Jo 


como  función  del  parámetro  /i  (Sugerencia:  emplear  el  corolario  de  la  Alter- 
nativa de  Fredholm ). 
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A.  15.  Resolvente  de  ecuaciones  integrales 

70.  Hallar  la  resolvente  de  los  operadores  de  Fredholm  definidos  por  los  núcleos 

a) 

K(t,  s ) = sin(í  — 2s) , 0 < £,  s < 27r 

b ) 


K(t,  s)  = t — s , 0 < t,  s < 1 


c) 


K(t,s) 


t + s , 0 <t<s 
t — s , s < t < 1 


(aproximar  mediante  los  primeros  núcleos  iterados).  Establecer  en  cada  caso 
una  condición  suficiente  para  la  existencia  del  operador  resolvente  Rfl. 

71.  Decir  para  qué  valores  de  ¡i  E C existe  el  operador  resolvente  la  ecuación 


ip(t)  - fi  í ts  <p(s)ds  = f(t) . 

Jo 

Determinar  dicho  operador  en  un  entorno  del  origen  del  plano  complejo  de 
la  variable  ¡i.  Si  recurre  a un  desarrollo  en  serie,  decir  cual  es  su  radio  de 
convergencia  y en  qué  sentido  converge.  Estimar  la  distancia  entre  la  solución 
de  la  ecuación  integral  y la  aproximación  que  da  una  suma  parcial  de  dicha 
serie. 

De  ser  posible,  determinar  el  núcleo  r(£,  s\fi)  para  |/¿|  > 3 (Justificar  la 
respuesta).  Analizar  la  resolubilidad  de  la  ecuación  integral  para  fj,  = 3. 

72.  Hallar  el  operador  resolvente  para  los  núcleos  de  Volterra 

a) 

í 1 , t > s 
K(t,s)  = \ ’ - 

[ 0 , t < s 

b ) 


K(t,s)  = 


exp (t  — s) , t > s 


0 , t < s 

Determinar  para  qué  valores  de  /x  E C existe  el  núcleo  F(í,  s;  fi)  y dar  su 
expresión.  Si  recurre  a un  desarrollo  en  serie,  decir  cuál  es  su  radio  de  con- 
vergencia y en  qué  sentido  converge. 

73.  Resolver  la  ecuación  integral 

rt 


(p(t)  — / exp(f2  — s2)tp(s)ds  = exp(£2). 

Jo 
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74.  Emplear  el  método  de  los  determinantes  de  Fredholm  para  hallar  la  resolvente 
de  los  núcleos 

K(t,s)  = íexp(s) , K(t,s)  = exp(f  — s) , en  [0, 1]  x [0, 1] 
y resolver  la  ecuación  integral 


<P(t)  -(*  [ 

Jo 


K(t,  s)  ip(s)ds  = exp(— t) , con  /i  ^ 1 . 


A.  16.  El  espacio  Li 

75.  Sean  el  intervalo  cerrado  [a,  fe],  con  — oo  < a < fe  < oo.  Mostrar  mediante  un 
ejemplo  que,  si  bien  L2(a,  fe)  C Lq(a,  fe)  (ver  Ejercicio  46),  no  toda  función 
f(x)  E Lx(a,  fe)  es  de  cuadrado  sumable  en  ese  intervalo. 

76.  Mostrar  (mediante  ejemplos)  que,  a diferencia  de  lo  que  ocurre  en  intervalos 
compactos,  L2(IR)  no  está  contenido  en  Lq (IR). 

77.  Mostrar  que  si  f(t)  es  sumable  en  un  intervalo  [a,  fe],  entonces 

f(t)  sin(Nt)  dt  — >•  0 

cuando  N — > oo.  (Sugerencia:  Mostrar  primero  que  el  enunciado  es  correcto 
para  la  función  característica  de  un  intervalo  [c,  d]  c [a,  fe],  y notar  que  lo 
mismo  vale  para  cualquier  función  escalonada  h(t ) E L^a,  fe),  por  ser  una 
combinación  lineal  de  un  número  finito  de  funciones  características.  Final- 
mente, tener  en  cuenta  que  el  conjunto  de  las  escalonadas  es  denso  en  Ln(a,  fe), 
de  modo  que  Ve  > 0 existe  una  función  escalonada  h(t)  E Li (a,  fe)  tal  que 
||/(í)-fi(t)||1<£/2.) 

A. 17.  La  Transformación  de  Fourier 

78.  Mostrar  que  si  ipn  — » ip  en  Lj  (IR),  entonces  la  secuencia  de  trasformadas 
de  Fourier  {^(cr)}  está  uniformemente  acotada  en  toda  la  recta:  i/’ní*7)  < 
M,Vcr, n y para  algún  M > 0 (Sugerencia:  tener  en  cuenta  que  ||^n||i 

IMIi  + IIv>b-v>||i)- 

79.  Mostrar  que  las  funciones  ipn(x)  = xn  e~x /2,  n = 0,1,2,...,  forman  un 
sistema  completo  en  L2(IR+).  Obtener  por  ortogonalización  de  esa  secuencia 
las  primeras  funciones  de  Laguérre,  Ln{x)  e~x^2/n\. 

80.  Mostrar  que  las  funciones  (pn(x ) = xne~x 2/2,  n = 0,1,2,...,  forman  un 
sistema  completo  en  L2(IR).  Obtener  por  ortogonalización  de  esa  secuencia 

_x2 

las  primeras  funciones  de  Hermite  Hn(x)  e 2 . 
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81.  Mostrar  que  las  funciones  de  Hermite  <y>n(x)  = Hn(x)  e~^“,  donde  los  po- 
linomios de  Hermite  se  expresan  como  Hn{x ) = (— l)"el2  e^2 , son 

autovectores  del  operador  T (transformación  de  Fourier)  correspondientes  a 
autovalores  (—*)". 


A.  18.  Operadores  no  acotados 

82.  Considerar  los  operadores  Tí  y T2  definidos  sobre  los  dominios 

D(7Í)  = {<p  e AC(M+)  n L2(M+)  | ¿(x)  + x<p{x)  e L2(M+)} 

y 

T»(T2)  = {<¿>  e AC'(M+)  nL2(l+)  | ip'(x)  + x<p(x)  e L2(M+);  <¿>(0)  = 0} 
respectivamente,  y que  actúan  como  operadores  diferenciales  según 
Tí, 2 <p(x)  :=  <p'(x)  + x íp{x) . 

a)  Decir  si  esos  dominios  de  definición  son  densos  en  L2(M+). 

b)  Mostrar  que  sus  espectros  puntuales  son  cr(Ti)  = C y cr(T2)  = 0 (Suge- 
rencia: buscar  el  factor  integrante  de  la  ecuación  de  autovalores). 

c)  Identificar  los  operadores  adjuntos  Tl2  y mostrar  que  sus  espectros  pun- 
tuales son  ambos  vacíos,  ,7(7?,)  = 0. 

d ) Mostrar  que  Ti  y T2  son  ambos  cerrados  (Sugerencia:  de  ser  posible, 
determinar  los  operadores  T¡\) 

e ) Mostrar  que  los  espectros  residuales  de  los  adjuntos  son  oy (T/ ) = C y 
Or(TÍ)  = 0. 

83.  Mostrar  que  el  operador  impulso  de  la  Mecánica  Cuántica,  definido  por 
Pip(x)  = —i(fi'(x)  sobre  P(P)  = Cq°(M),  es  esencialmente  autoadjunto  y 
determinar  su  (única)  extensión  autoadjunta  (Sugerencia:  identificar  el  ope- 
rador adjunto  P1’  para  determinar  los  índices  de  deficiencia  de  P). 

84.  Mostrar  que  el  operador  impulso  radial  de  la  Mecánica  Cuántica  en  D di- 
mensiones, definido  por  Pr<p(r,  fi)  = —i  (dr  + f D~r  1 1 ^ (p(r,  íl)  sobre  D(P)  = 
C^°(M)®C00(S,D_1)  (donde  S0^1  es  la  esfera  de  radio  1 en  el  espacio  euclídeo 
D-dimensional) , no  admite  extensiones  autoadjuntas  y,  por  lo  tanto,  no  co- 
rresponde a un  observable  (Sugerencia:  Ídem  Ejercicio  anterior;  notar  que 
basta  con  considerar  funciones  de  r). 

85.  Mostrar  que  el  operador  definido  como  T^p{x)  = —i<p'(x)  sobre  el  dominio 
V{T)  = C^°(0, 1)  es  simétrico  pero  no  esencialmente  autoadjunto.  Determi- 
nar los  subespacios  de  deficiencia  de  T para  mostrar  que  admite  una  familia 
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de  extensiones  autoadjuntas  dependientes  de  un  parámetro  continuo.  Espe- 
cificar sus  dominios.  Mostrar  que  esas  extensiones  autoadjuntas  pueden  ser 
caracterizadas  mediante  condiciones  de  contorno  (es  decir,  mediante  una  re- 
lación entre  los  valores  que  la  función  toma  en  los  extremos  del  intervalo 
[0, 1])  y determinar  sus  espectros  (puntuales). 

86.  Considerar  el  operador  con  dominio 

V(A)  = {y(x)  e AC(0, 1)  I ip'(x)  e L2(0, 1),  <^(0)  = 0 = v?(l)}  , 

sobre  el  cual  está  definido  como  Aip(x)  = —i<p'{x). 

a)  Determinar  el  adjunto  AK 

b ) Mostrar  que  A es  cerrado. 

c)  Definir  adecuadamente  las  composiciones  de  operadores  A)  A y AA*,  y 
mostrar  que  se  trata  de  operadores  autoadjuntos. 

d)  Determinar  a qué  extensiones  autoadjuntas  del  operador  definido  como 
L = —-¿¿i  sobre  el  dominio  C£°(0, 1)  corresponden  esas  composiciones. 

87.  Definir  el  operador  momento  lineal  de  una  partícula  cuántica  libre  confinada 
a una  recta  a la  que  le  falta  un  punto.  Construir  el  operador  Hamiltoniano 
como  el  cuadrado  del  momento  lineal  (Sugerencia:  considerar  el  operador 
simétrico  P = —idx,  definido  sobre  el  dominio  T)(V)  = C£°  (M\{0}),  deter- 
minar su  adjunto  y sus  extensiones  auto-adjuntas). 

88.  Definir  el  operador  Hamiltoniano  de  una  partícula  cuántica  libre  confinada  a 

una  recta  a la  que  le  falta  un  punto;  construir  sus  extensiones  autoadjuntas 
y determinar  bajo  qué  condiciones  resultan  ser  el  cuadrado  del  operador  mo- 
mento lineal  del  ejercicio  anterior  (Sugerencia:  considerar  el  operador  simétri- 
co H = —d%,  definido  sobre  el  dominio  T>(H)  = (M\{0}),  determinar  su 

adjunto  y sus  extensiones  auto-adjuntas). 

89.  Caracterizar  las  extensiones  autoadjuntas  del  Ejercicio  anterior  en  términos 
de  los  valores  de  borde  de  las  funciones  a ambos  lados  del  origen.  Para  ello 
definir  el  operador  Htp(x)  = —tp"(x)  con  dominio  T>(H)  C C 1 (IR\{0})  fl 
L2  (R\{0}),  con  ip"(x)  E L2  (IR)  y considerar  la  diferencia  ( i¡) , H¡p)  — (Hxjj,  (f ) 
para  establecer  las  condiciones  adicionales  sobre  las  funciones  que  determinen 
los  dominios  de  las  extensiones. 

90.  Sea  T un  operador  autoadjunto.  Mostrar  que  su  transformado  de  Cayley, 

V :=  (T  — i)(T  + ¿)_1  con  dominio  T>(V)  — Rank(T  + i ),  es  un  operador 
unitario.  Para  ello, 

a)  tener  en  cuenta  que  T es  cerrado  con  dominio  denso  en  H y espectro 
cr(T)  C M, 
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b ) que,  entonces,  E p{T),  de  modo  que  Rank(T  + i)  es  denso  en  Tí  y 
(T  + i)-1  : Rank(T  + i)  —>  T>{T)  es  acotado, 

c)  para  w = (T  + i)u  con  u E 'D(T),  Vw  = (T  — i)u , de  modo  que  V es  una 
isometría:  ||Vw||2  = ||7\t||2  + ||u||2  = ||«;||2, 

d ) finalmente,  Vw  = 0=>u  = 0=>w  = 0,  de  modo  que  Ker  V = {0}  y V 
es  unitario  (isometría  con  inversa). 

Mostrar  que  la  transformación  inversa  está  dada  por  T = — ¿(V’+l^V  — l)-1, 
con  V unitario  y T autoadjunto  definido  sobre  V(T)  = Rank(Vr  — 1),  siempre 
que  Ker(F  — 1)  = {0}. 

A.  19.  Teoría  de  Distribuciones 

91.  Demostrar  el  siguiente  límite  débil  de  distribuciones  regulares  en  C°°  a la 
distribución  singular  S de  Dirac: 

fe(x)  = • 

7r(ez  + x£) 


92.  Mostrar  que  x VPy  = 1 (distribución  regular  definida  por  la  función  idénti- 
camente igual  al). 

93.  Considerar  la  distribución  regular  definida  por  la  función 


logx+  = 


log  x , x > 0 , 
0 , x < 0 . 


Recurrir  a la  definición  de  derivada  de  una  distribución  para  determinar 
(logz+y  y mostrar  que  no  se  trata  de  una  distribución  regular. 

94.  a)  Calcular  la  derivada  de  la  distribución  definida  por  el  límite  débil 


log(a:  ± ¿0)  :=  lím  log(x  ± iy ) . 


b ) Mostrar  que 


(a;±¿0)  :=  lím  {x  ± iy)  = VP  [ — ) íttS(x). 

y— >-o+  \x  ) 

c)  Mostrar  que  la  distribución  singular  (x±í0)_1  es  la  derivada  de  un  orden 
finito  de  una  distribución  regular  definida  por  una  función  continua  en 
la  recta  (Sugerencia:  calcular  una  primitiva  de  log(x  ± zO)). 

95.  Resolver  la  ecuación  diferencial  x y¡  = 0 en  el  espacio  JC*. 

96.  Mostrar  el  límite  débil 


lím  i/fc  eivx  = 0 , Vfc  > 0. 

I/— KX) 


A. 19.  TEORIA  DE  DISTRIBUCIONES 


251 


97.  Determinar  la  suma  de  la  serie  de  distribuciones  regulares 

OO 

cos(2  k — l)x 

*=i 

(Sugerencia:  tener  en  cuenta  que  = f [f  — 1^1]  - Ver  Table 

of  Integráis,  Series  and  Products,  I.S.  Gradshteyn  y I.M.  Ryzhik,  Academic 
Press,  2000). 

98.  Para  el  Ejemplo  7.9  (página  197),  verificar  que  y = VP^  es  solución  de 
xy'  + y = 0.  (Sugerencia:  tener  en  cuenta  que 


lím 

£->0+ 


{(/;*/') 


\ip{x)  - (¿>(0)  - V(0)]' 


X 


} 


dx  > + 


+ lím 
£->0+ 


[-99(0)  - x^O)]' 


99.  Dada  una  distribución  / : /C  — > C de  soporte  compacto  contenido  en  el  in- 
tervalo [—a,  a] , mostrar  que  su  transformada  de  Fourier  es  una  distribución 
regular  g : Z — >■  C definida  por  una  función  analítica  entera  de  crecimiento 
polinomial  en  la  dirección  de  eje  real.  (Sugerencia:  tener  en  cuenta  que  toda 
distribución  es  la  derivada  de  cierto  orden  de  una  distribución  regular  defi- 
nida por  una  función  continua  y que  si  he(x)  E C*[— (a  + e),a  + e\  tal  que 
he(x)  = 1 para  x E [—a,  a]  entonces  (f,ip(x))  = (f,he(x)ip(x))). 

100.  Mostrar  que  si  — >■  V,(<T)  en  -2,  también  converge  la  secuencia  de  fun- 

ciones desplazadas,  ^ „(cr  — h)  — > xp(a  — h),  con  h E C. 

101.  Teniendo  en  cuenta  que  el  Laplaciano  en  coordenadas  esféricas  en  Rn  está  da- 
do por 

. n — 1 0 1. 

A — dr  H — — dr  + — Aq  , 

donde  Aq  es  el  Laplaciano  sobre  la  esfera  de  radio  1 de  ese  espacio,  mostrar 
que  la  función  de  Green  del  Laplaciano  es 

_ r2~n  _ 27T"/2 

A n — JX  \Ct~  ’ COn  — TV  7ñ\ 

(2  - njSZn  r(n/2) 


para  n > 3 y 


para  n = 2. 
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102.  Calcular  las  transformadas  de  Fourier  de  las  distribuciones  regulares  sin(ax), 
cos(ax),  sinh(ax)  y cosh(ax). 

103.  Mostrar  que  si  Sop(/),  Sop(g)  C M+  con  /,<;€  K. *,  entonces  Sop(/*g)  C 

104.  Se  desea  regular  el  flujo  de  un  río  mediante  la  construcción  de  una  represa 
con  una  abertura  que  permita  un  cierto  flujo  Q(z)  en  función  de  la  altura  2 
del  agua  contenida.  Se  trata  entonces  de  diseñar  la  forma  adecuada  de  esa 
abertura,  x = f(y),  donde  x es  la  coordenada  horizontal  medida  desde  el 
centro  de  la  base  de  una  abertura  simétrica  e y es  la  coordenada  vertical 
medida  desde  ese  mismo  punto.  (Sugerencia:  aplicar  el  principio  de  Bernoulli 
para  establecer  la  velocidad  de  salida  del  agua  por  la  abertura  de  ancho 
2 f(y)  como  función  de  la  altura  y y calcular  el  flujo  total  por  integración. 
Despreciar  la  velocidad  del  agua  en  la  superficie  del  embalse.) 


A. 20.  Solución  de  ejercicios  seleccionados 

■ Ejercicio  87:  Definimos  P<p(x)  :=  —itp'(x)  sobre  el  dominio  V(P ) :=  (R+\{0}). 

Entonces,  el  operador  adjunto  está  densamente  definido  en  el  conjunto 

P(Pf)  = = ipi{x)  + ip2(x)\ 

ip i(x)  e AC  (M+)  n L2  (M+)  ]ipi(x  < 0)  = 0;^j(a:)  € L2  (R+) ; 

Ip2{x)  e AC  (IR-)  n L2  (K-) ; > 0)  = 0;  (x)  e L2  (M~)  } , 

con  Pty(x)  = —i'ip'(x)  para  x ^ 0.  Similarmente,  para  la  clausura  del  ope- 
rador resulta  que 

V(P)  = {4>{x)  = Mx)  + Mx)\ 

€ AC  (R+)  n L2  (1R+) ; <j>i(x  < 0)  = 0;  (f>[(x)  e L2  (M+) ; 

<¡>2{x)  E AC  (M  ) n L2  (IR  ) ; (f>2(x  > 0)  = 0;  4>'\{pc)  E L2  (M  ) } , 
con  P(j)(x ) = —i(¡)'{x). 

Como  P no  coincide  con  P\  el  operador  P no  es  esencialmente  autoad- 
junto.  Para  determinar  sus  índices  de  deficiencia  consideramos  el  problema 
de  autovalores 


P^j.(x)  = —iip'^x)  = áziip. i-(x) 
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cuyas  soluciones  en  'D(P^)  son,  respectivamente, 


Mx) 


e x,  x > 0 
0,  x < 0, 


y 


V'-(z) 


ex,  x < 0 
0,  x > 0. 


Por  lo  tanto,  n±(P)  = 1 y P admite  toda  una  familia  de  extensiones 
autoadjuntas  dependiente  de  un  parámetro.  Sus  dominios  están  conformados 
por  los  conjuntos 


V (P7)  :=  {xM  = <i>(x)  + A (i¡>+(x)  + en0_(:r))  € £>(P);  A e C}  , 

para  cada  7 € [0,  2n).  Sobre  tales  funciones  el  operador  actúa  como 


PiX(x)  '■=  P*XÍX)  = —i<f>'{x)  + iA  (0 +{x ) - enip_(x))  . 


Nótese  que 

X(0+)  = 0 + d(l  + ei70)  = A 
x(0~)  = 0 + A (0  + e‘7l)  = Ae^ 


=>  x(o+)  = e-i7x(0-). 


Finalmente,  si  definimos  H 7 :=  P~¡2  sobre  el  dominio 


V(H,)  :=  {*(*)  e V(P7)  I P7x(z)  e V(P7)} , 


estas  funciones  deben  tener  derivadas  primeras  absolutamente  continuas  en 
(M+\{0}),  derivadas  segundas  en  L2  (R)  y satisfacer  además  la  condición 
X'(0+)  = e-‘V(0-). 


■ Ejercicio  88:  Sobre  el  dominio  T>(H)  :=  Q°  (M+\{0})  se  define  Htp(x)  = 
—ip"(x).  El  operador  adjunto  está  definido  sobre  el  conjunto  de  funciones 

V(W)  = {iP(x)  e C 1 (R\{0})  n L2  (R)  I 

if/{x)  € AC  (R\{0})  ;ij>"{x)  e L2  (R)}  , 

sobre  las  que  actúa  según  iP0(x)  = —ip"(x),  mientras  que  su  clausura 
está  definida  sobre  el  dominio 

V{H)  = {<f>{x)  € C1  (R)  n L2  (R)  I 
€ AC  (R) ; (¡>"{x)  € L2  (R) ; 0(0)  = 0 = 0'(O)}  , 


en  el  cual  también  actúa  como  H(¡>{x)  = —(¡>"(x). 
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Como  H no  coincide  con  H\  el  operador  H no  es  esencialmente  autoad- 
junto.  Para  determinar  sus  índices  de  deficiencia  consideramos  el  problema 
de  autovalores 

H^- t(x)  = — V>±(x)  = ázii/j±(x) 
cuyas  soluciones  en  T>{W)  son,  respectivamente, 

= ( •/s O2  x > 0, 


||VÍ2)||  = 2-1/4. 


0,  x < 0, 
0,  x > 0, 


x < 0, 


con 

Entonces,  n±(H)  = 2 y H admite  toda  una  familia  de  extensiones  auto- 
adjuntas  que  están  en  correspondencia  uno  a uno  con  las  isometrías  (apli- 
caciones que  preservan  la  norma)  entre  los  espacios  bidimensionales  IC+  y 
K 

Vi1 ) 0*0 

ip±\x) 


Por  comodidad,  definimos  '¡'¿(x)  := 


6 fC±.  Nótese  además 


que 


= " (Or)  (o  — i ) 


Podemos  escribir  los  dominios  de  las  extensiones  autoadj  untas  de  H como 

V ( Hu ) :=  (X(x)  = <¿(x)  + (AB ) • (*+(x)  + C/^_(x))  | 

</>{x)  eV(H)-,A,B  e C}, 

para  cada  matriz  unitaria  de  2 x 2,  WU  = 12  (U  6 U( 2)),  las  que  dependen 
de  cuatro  parámetros  reales  (Ver  Introducción  a la  teoría  de  grupos,  Curso 
de  Métodos  de  la  Física  Matemática,  Vol.  II,  H.  Falomir). 

Sobre  tales  funciones  tenemos  que 

HuX(x)  :=  H'x(x)  = -<¿"0*0  + i{A  B)  ■ (*+(x)  - t/*_(x)) . 

Por  otra  parte,  como  esas  funciones  y sus  derivadas  primeras  tienen  lími- 
tes laterales  bien  definidos  en  el  origen,  resulta  que 

(x(0+)  x(0-))  = ( A B)  [12  + V] , 


(X'(0+)  X'(0-))  = (A  B)  [(tj)  12  + (i*)  U 


-1  0 

0 1 

lo  que  corresponde  a dos  condiciones  sobre  dichos  límites  laterales. 
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Por  ejemplo,  si  U = — 12,  entonces  x(0+)  = 0 = x(0  ).  Similarmente,  si 
U = i 12  entonces  = 0 = x^O-).  En  general,  si  U ^ — 12, 

(x'(0+)  x'(0-))  = 


(x(0+)  x(0-))  [12  + 1/]-‘  [(^)  l2+(^)í/] 


-1  o 
o 1 


lo  que  establece  un  par  de  relaciones  lineales  entre  los  límites  laterales  en 
el  origen  de  las  funciones  y sus  derivadas  primeras,  las  que  caracterizan  el 
dominio  de  la  extensión. 


Ejercicio  89:  Si  H es  autoadjunto,  para  todo  par  de  funciones  en  su  dominio 
de  definición  debe  ser 

(^,  Hip)  - ip)  = 

= {/-00  + JT}  ¿ H^aOVOO  + ^(aOVí*)] dx  = 

(¿>(0+) 


^(0+) 

V>'(0+) 


0 1 


— 1 o 7 V <¿/(o+) 


+ 


+ 


V>(o  ) 

V^(o-) 


o 1 

-1  o 


9?(0  ) 

^(o-) 


= 0. 


Si  <¿>(0+)  = 0 ó <¿>'(0+)  = 0 y 9?(0_)  = 0 ó <¿>'(0_)  = 0 (dos  condiciones, 
una  de  cada  lado  del  origen)  se  logra  la  anulación  de  cada  término  inde- 
pendientemente. Pero  además  puede  imponerse  a las  funciones  sobre  las  que 
está  defina  la  extensión  autoadjunta  una  condición  más  general  que  hace  que 
se  cancele  la  suma  de  ambos  términos.  Llamando 


:= 


<P( 0 ) 

v'(o-) 


*+  := 


¥>(0+) 

¥>'(0+) 


imponemos 


con  6 E [0, 2n)  y 


:=  eíeM$+, 


Ml  ( ° 1 ) M = [ ° 1 

-10/  V — 1 0 


, con  det  M = 1, 
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es  decir,  con  M una  matriz  simpléctica  ( M E Sp( 2,  R)  - Ver  Introducción  a 
la  teoría  de  grupos,  Curso  de  Métodos  de  la  Física  Matemática,  Vol.  II,  H. 
Falomir) . 


En  efecto,  supongamos  que 


con 


d>_ 


Entonces  A*C,  B*D  E R y ( A*D  — C*B)  = 1,  de  modo  que 


í A B 
\C  D 


con  a,  b,c,d  E R,  y ad  — be  = 1. 


Por  ejemplo,  tomando  a = 1 = d,  b = 0 y c indeterminado,  tenemos  </?(0_)  = 
<¿>(0+)  y ¥>(0+)  = (^(O- ) — 9?'(0+))  /c,  de  modo  que  en  el  límite  c — >■  oo 
recobramos  la  extensión  definida  por  las  condiciones  y?(0_)  = 0 = í^(0+). 


■ Ejercicio  104:  Supongamos  que  la  abertura  en  el  dique  es  simétrica  y que 
su  forma  está  dada  por  la  relación  x = f(y).  Dado  que  tanto  el  agua  en  la 
superficie  del  embalse  (a  altura  z)  como  la  que  sale  por  la  abertura  (a  altura 
y)  está  sometida  a la  presión  atmosférica,  el  principio  de  Bernoulli  permite 
escribir  que 

pgz  = pgy  + ^pv(y)2  =>•  v(y)  = y/2g  {z  - y)1/2  , 

donde  hemos  despreciado  la  velocidad  del  agua  en  la  superficie.  El  flujo  de 
agua  que  sale  por  la  abertura  entre  las  alturas  y e y + dy  es  entonces 

dQ(y)  =v(y)2f(y)dy, 

de  modo  que  el  flujo  total  es 

Q(z)  = í y/2g  ( 2 - y) 1/2  2 f(y)  dy  = C $3/2(z)  * f(z) , 

Jo 

donde  C = 2^/2g  T (3/2).  En  esas  condiciones,  podemos  despejar  la  distribu- 
ción / por  convolución  de  ambos  miembros  con  4* -3/2, 

f(y)  = C-^_3/2(y)  * Q(y)  = O-1*.*®  * *1/2(y)  * Q(y)  = 

c-1  í r QM  J 1 (2)  c-1  r q{2\z)  , 

T(l/2)  \./o  ^ ~z  7 F(l/2)  J0  Z' 
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Por  ejemplo,  si  Q(y ) = B<fr i+Q 


q— 3/2 


~ y+,  entonces  f(y)  = A$-3/2(y)*$i+a{y)  = 
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